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Streszczenie: Artykut dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego ygriatu zasobu
podzielnego w sposébagity i n zada dom maszyn réwnolegtych. Zatono,ze zadanias
niezalene i niepodzielne. Dla zadanej funkcji czasu reajizzada sformutowano model
formalny zagadnienia i zaproponowano pewien algoryteurystyczny wyznaczgyy
czasowo-optymalne szeregowanie zadlgrzydziat zasobéw do maszyn réwnolegtych.
Przedstawiono wyniki badanumerycznych przeprowadzonych na tym algorytmie.

Stowa kluczowe: systemy maszyn rownolegtych, szeregowanie zadedziat zasobow,
algorytmy heurystyczne.

1. Wstep

Odczuwalny od wielu lat gwattowny rozwdj réwnoleghy systemoéw przetwarzania
informacji pocigngt za soly potrzelg rozwigzywania probleméw czasowo-optymalnego
szeregowania zadai rozdzialu zasobéw [1, 2, 3, 4, 5]. Znaczenie kprezne
rozwigzywania tych problemoéw jest bezsporne w wielu dziegich zycia. Problemy te
mog by¢ zwigzane przyktadowo ze sterowaniem procesem produkeyjmvyznaczaniem
kolejnych etap6w montal urzdzer, harmonogramowaniem zadaansportowych, itp.

Zadania optymalizacji zarowno dyskretnej, jak agbej naleg do klasy problemow
bardzo trudnych zaréwno z teoretycznego, jak i ozielniowego punktu widzenia i
najczsciej nalezg do klasy probleméwNP- zupetnych [6, 7, 8]. W systemach maszyn
réwnoleglych spotykamy siz szeregowaniem zaglana maszynach oraz przydziatem
zasobéw do maszyn. Przy rozwywaniu tych probleméw wyspuja istotne trudnéci
natury obliczeniowej w zwiku z czym eliminuje si z rozwaan algorytmy dokladne,
pozostawiagjc do zastosowania praktycznego jedynie algorytmyurystyczne
umazliwiajace rozwizanie postawionych probleméw w krétkim czasie zoxealapcs
doktadngcia [9, 10, 11].

W niniejszym artykule przedstawiono pewien algoryiraurystyczny wyznaczgy
czasowo-optymalne harmonogramowanie rozdziahada niezalenych niepodzielnych i
jednostek zasobu nieodnawialnego podzielnego woépoisgty do m maszyn pracagych
réwnolegle. Przedstawiono wyniki badaumerycznych przeprowadzonych na tym algo-
rytmie dla losowo generowanych danych.

2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny zawigajmaszyny pajczone rownolegle
przedstawiony na pokszym rysunku:
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Rys. 1. System maszyn rownolegtych

Na system maszyn rownolegtych naktadamy¢magice zataenia:

(i) posiadam réznych maszyM = {1, 2,...,k,... , m}, na ktérych naley wykona n
niezalenych zada z={1, 2,.., i,...,n},

(i) zadanie maee by wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego
wykonywania nie mge by przerywane,

(iii) liczba zada do wykonania jest wksza od liczby maszym> m,

(iv) realizacja kadego z zada na maszynach musi ngsbwa niezwiocznie po
zakaczeniu wykonywania poprzedniego zadania lub gmastw chwili zerowej,
gdy zadanie realizowane jest jako pierwsze na jedne@aszyn.

Niech N oznacza globalnilos¢ zasobéw nieodnawialnych, a przegz oznaczmy ¢

cze$¢ zasobow, ktére zostamprzydzielonek-tej maszynie w trakcie wykonywania zada
uszeregowanych na tej maszynie. Ograniczenie dgtgczasobow jest nagiujace:

m
DusN, 420 1sksm
k=1
Czas wykonywania-tego zadania n&-tej maszynie okrdony jest przez nagpbujaca
funkcje Ti(u, K):

Ti(uk,k):aik+zi, ue0{12.. N}, 1sksm, 1sisn (g
k

Parametrygy > 0 iby > 0 charakteryzyji-te zadanie k-tg maszys.
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Nalezy znale¢ takie uszeregowanie zadaa maszynach i taki przydziat ograniczonych
zasobow do maszyn rownolegtych, aby minimalizowaas zakaczenia wykonania calego
zbioru zada T,

3. Model formalny problemu

Jezeli oznaczymy przeZ, [1 Z zbidr zada uszeregowanych ratej maszynie, t@
znajdzieny rozwigzujac nasgpujacy problem minimalizacyjny:

Teac =, 92"‘2 ﬂi‘ﬁ{zT Ui K } )

.....

Ograniczenia natmne na rozwizanie tego problemuy sastpujace:

m
- Z,nZs=¢ r,s=12,..m r#s, UZk=Z,

k=1
m

Zuk <N,

k=1

Uy, Uy, ...,Uny - catkowite dodatnie.
Dla uproszczenia problemu przyjmiemy najpiet, zasoby nieodnawialng, u,, ...,
Un S3 typu cihgtego. Przy tym zaleeniu wyznaczymy rozwianie optymalne, a ngghie

zaokgglimy otrzymane wartiei zasobow do najbiszych liczb naturalnych.
CzasT,, znajdziemy rozwjzujac nas¢pujacy problem minimalizacji dyskretnoggitej:

Tek =, I, X {Z“ (“k'k)} ®
U Uy ey iz,
przy nastpujacych ograniczeniach:

m
0 Z.nZ,=¢ rs=12.m r#Zs, UZk =Z,

k=1

m
(i) DUcSN; U0 k=12..m
k=1

gdzie: T [0’ N]X{:LZ,..,m} - R’ jest rozszerzeniem napujacej funkcji
T {12, Npx{12..,m} - R* i okreslone jest przez funkej
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b .
Ti'(uk,k):aik+u—'k, u O[ON], 1sksm, 1<i<n 4)

k

Do rozwizania postawionego problemu pomocigitie nasipujacy lemat:
LEMAT 1

Jezeli U Zio Kk = 12,.... Mg rozwigzaniami zadania (3), to:

m
0 ZuﬂzN; u >0, k:Z #@ k=12..m
k=1
u =0, k:Z,=¢ k=12..m

0 D T (Uk)=const k:Zy#g k=12..m

i0zZ,

Warunek (i) WLEMACIE 1 oznaczaze w przydziale czasowo-optymalnym zasobéw
i zadah do maszyn wykorzystujecsivszystkie jednostki zasobow, a warunek @g,czasy
pracy tych maszyn, na ktérych wykonywangakies zadania, gidentyczne.

Zdefiniujmy funkcg F(Zy, Z,, ...,Zy) okreslona dlam zbioréwZy, Z,, ...,Zy,, dla ktérych
zachodzi ograniczenie (i) dla wzoru (3). Waétote] funkcji jest rozwjzaniem
nastpujgcego uktadu rowna

D by
> ay + e =F (21,25, Zy); k:Z %0, k=12,..,m
i0z U
k

(5)
m

Dug=N; u>0 k:z#0, k=12..,m

k=1

Wykorzystupc LEMAT 1 oraz (5) zadanie minimalizacji (3) rmma przedstawi w

nastpujgcej postaci:

przy nas¢pujacych ograniczeniach:

(i) Z, nZ,=¢ r,s=12,...m Tr#%s,

i Jz=2
k=1
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Jeveli 21+ 22 Zm jest rozwizaniem zadania (6), *Uk Zk- K =12,....M, gdzie

D by

P -  kiZg 2@ 1sks
* * * * 1 =&k ¢l - —ml
U =1 FlZ1 250 Z)- D )

i0z,

0 k:Zy=¢ 1<ksm

jest rozwgzaniem zadania (3).
4. Algorytm heurystyczny

Maszyny wchodgce w sktad systemu maszyn réwnolegtychinig sic pod wzgédem
szybkdci wykonywanych zada Na szybké¢ tg wplyw ma ilas¢ zasobdw przydzielonych
poszczegblnym maszynom. Imeaej zasobdw zostanie przydzielonyclej maszynie, tym
bedzie ona szybsza.

Zasoby przydzielone zosiajo maszyn w nagbujacy sposob:

* miarg szybkdci realizacjii-tego zadania przdeta maszye jest tzw. wspotczynnik

podziatu zasobowl; [1 > 1,

« zakladamyze maszya najszybsz jest maszyna pierwsza, a masggajwolniejsz
jest maszynatta,

* maszyniante] przydzielamy,, zasobéw wg nagbujacej zalenosci:

N

u =
m m-1

1+ [(m-kp @
k=1
e pozostatym maszynom przydzielamy zasoby wgepagicej zalenosci:

u, =(m-Kk)CBM,,; k=12..,m-1 )

Przedstawiony povegj sposéb przydziatu zasobéw do maszyn wykorzystasianie w
zaproponowanym heurystycznym algorytmie szeregawamadéa na rownoleglych
maszynach. Algorytm ten skonstruowany zostat w &dasob,ze najpierw szereguje on
zadania na jednakowych maszynach, tj. takich, doy&h przydzielona zostata jednakowa

N
liczba dosgpnych zasobdw, czy Yk :E’ k=1, 2, ...,m.Po tym uszeregowaniu nggstje
zréznicowanie maszyn pod wzglem liczby przydzielanych im zasobéw i sprawdzerzg
skrécony zostat czas zalezenia wykonywania wszystkich zad8,

Kolejne kroki algorytmu heurystycznegp sastpujace:
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Krok 1. Oblicz czasy wykonywania zaflaa poszczegoélnych maszynach

b
T (uy, K) =& +
u 1

) i=1,2,..,n k=1 2, .. ,mdla zadanej wartai

N
Ug = m i losowo generowanych parametréyy b..
Krok 2. Uszereguj malapo czasy wykonywania poszczegoinych zaidatworz list L tych

zada.
Krok 3. Obliczéredni czad, wykonywania zadaprzez kada z maszyn wg wzoru:
n
DT (U, K) \
T, =2 ;. i0z,kOM,u =—"
m m

Krok 4. Przydzielaj kolejno najditsze i najkrétsze zadania z listydo pierwszej wolnej
maszyny a do momentu, gdy suma czaséw wykonywania amtaydzielonych tej
maszynie nie przekroczy czabyl Przydzielone zadania usa listyL.

Krok 5. Jeeli 53 jeszcze maszyny na ktorych nie uszeregowamych zadato wré do
Kroku 4. W przeciwnym wypadku przejdioKroku 6.

Krok 6. Przydzielaj kolejno najkrétsze zadania z listglo kolejnych maszyn od pierwszej
poczynagc a do momentu, gdy suma czasOw realizacji agmiaez kolejne maszyny
nie przekroczy czasli. Przydzielone zadania usa listy L.

Krok 7. Jezeli lista L nie zostala jeszcze wyczerpana to éwdd Kroku 6. W przeciwnym
wypadku przejd do Kroku 8.

Krok 8. Oblicz czas zakczenia wykonywania wszystkich zada,,, dla uszeregowania

N
zada na maszynach utworzonegddnokach 4+7 i dla Uk = m

Krok 9. Dla zadanego wspéitczynnika przydziel zasoby, k=1, 2,...,m poszczegbélnym
maszynom wyliczone z zadeadsci (8) i (9).

Krok 10. Dla uszeregowania zatlaa maszynach utworzonegokrokach 4+7 i dla licz-by
zasobowu, przydzielonych maszynom wWKroku 9 oblicz czas zakzenia
wykonywania wszystkich zadd 5

Krok 11. Powt6rzKrok 9 i Krok 10 dla nastpnych dziewgciu zwickszapcych s¢ kolej-no
wartdsci wspotczynnikal. Po zakdczeniu tych préb przejddoKroku 12.

Krok 12. Por6wnaj wartéci czasoéw zakiczenia wykonywania zadal .z kolejnych prob i
wybierz najkrétszy z tych czaséw.

Krok 13. Wyznacz dyskretne itgi zasob6w Uk 1K= 1,2,...,m wedlug zalenosci:

lUago J+1 k= 1,2,

Ga(k):
\_ua(k)J ; kK=A+1L A+2...,m,
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gdzie® =N _21@1 J orazl jest permutagjelementéw zbiort={1,2,...,m}
=
take, ze Y ‘\_Ua(J)JZ U _\_ua(Z)JZ' +2Ug(m ‘\_Ua(m)J.

Jezeli istniep takie maszyny, ktérym przydzielono zerowesdiozasobow, to przydziel
kazdej z tych maszyn po jednej jednostce zasobu pajbiefje z kolejnych maszyn

poczynajc od maszyny, ktorej przydzielono naghsz ilos¢ zasobow.
5. Wyniki badan numerycznych

Przeprowadzono badania numeryczne na bazie praédstgo algorytmu dla
dzieskciu zwickszapcych sé kolejno wartéci wspotczynnika podziatu zasobéw
z przedziatu [2, 4, ..., 20]. Parametry charaktepce i-te zadanie k-ta maszyr ay , bk
wylosowane zostaly ze zbioru {4.0, 8.0, ... , 80zez generator o jednostajnym
rozktadzie prawdopo-dohistwa. Dla kadej kombinacjin i m wygenerowano 25 instancji.
Rezultaty analizy poréwnawczej algorytmu heurystyggo skonstruowanego dla potrzeb
niniejszej pracy i znanego z literatury algoryt®T przedstawione zostaty w Tab.1.

Tab. 1.Wyniki analizy poréwnawczej algorytmu heudyggnego i algorytmu LPT

Liczba instanciji, dla ktérych: N g Sl
MM TA T (e [ TheT | sek | sek
30/3 13 1 11 2,5 2,4 1,9
30/6 13 2 10 2,7 2,7 2,4
30/9 12 2 11 3,4 3,9 3,4
30/12 13 3 9 3,6 4,6 4,1
30/15 14 1 10 3,9 5,8 55
60/3 13 1 11 1,9 2,7 2,3
60/6 14 0 11 2,7 3,8 3,2
60/9 13 0 12 3,6 4,9 3,9
60/12 14 2 9 4,8 6,5 5,2
60/15 15 2 8 51 7,8 5,9
90/3 12 2 11 2,8 3,9 3,2
90/6 13 1 11 2,9 6,3 5,9
90/9 14 1 10 3,7 7,3 6,2
90/12 15 0 10 4,8 8,6 7,4
90/15 13 1 11 5,2 9,7 8,6
120/3 12 1 12 2,9 5,9 5,2
120/6 13 0 12 3,0 6,7 6,2
120/9 14 1 10 3,5 8,7 7,8
120/12 15 2 8 4.9 9,9 8,6
120/15 16 1 8 6,8 12,1 10,4
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W Tab. 1wystepuja nastpujace wielkaci:
n —liczba zada,
m — liczba maszyn,

Tz:llk —czas zakaczenia wykonywania wszystkich zadze zbioruZ przy wykorzystaniu
algorytmu heurystycznego,

Tzléi-r —czas zakaczenia wykonywania wszystkich zadae zbioruz przy wykorzystaniu
algorytmuLPT,

H . ; H LPT
A" _ grednia procentowa poprawa ¢z Izak w stosunku d Tzak :

- TZLaT(T _TZZl'k D.O@/O
Tzlglk ,

AH

8' —s¢redni czas obliczedla algorytmu heurystycznego,
SPT— ¢redni czas obliczedla algorytmu_PT.

6. Uwagi kaicowe

Przedstawione w poprzednim rozdziale eksperymebligzeniowe wykazatyze ja-kaé
szeregowania zaflana rownoleglych maszynach na bazie zaproponowarvegpracy
algorytmu heurystycznego ulegta poprawie w stosudkigzeregowania za ponaamane-go

z literatury algorytmlu PT. Kilkuprocentowa poprawa czaTz';k w stosunku d<-|_zLa'|3<T maze
by¢ zacleta do dalszych prac nad efektywnymi algorytmami hstygznymi.

Zastosowanie podanego w pracy algorytmu heurysggrznjest wskazane przede
wszystkim dla systemOéw produkcyjnych o zdy liczbie zada, gdy: woéwczas srednia
procentowa poprawa [Jjest najweksza. Zaproponowany algorytm peoshizy¢ zaréwno do
rozdzialu operacji na stanowiska produkcyjne wyposa w odpowiednie maszyny w
dyskretnych systemach produkcyjnych, jak i do sgmmania programéw w
wieloprocesorowych systemach komputerowych.
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