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Streszczenie: W pracy rozpatrujemy elastyczny problem kolégiowy z rownolegtymi
maszynami (angflexible job shop problejn Na podstawie badastatystycznych pojawita
si¢ w literaturze hipotezazimodut wyznaczagy wartcg¢ funkcji kryterialnej w algorytmach
rozwiazywania tego problemu (gtéwnie metaheurystycznydtanowi nawet 97%
calkowitego czasu pracy algorytmu. W niniejszejcgraroponujemy zastosowanie metod
szacowania wartgi funkcji celu, co pozwala bardzo znaca skroct czas pracy
algorytméw, przy zachowaniu dobrej jgkbotrzymywanych rozviizai.”

Stowa kluczowe: elastyczne systemy wytwarzania, problem gniazdovégvnolegte
maszyny.

1. Wstep

Rozwaany w pracy problem gniazdowy z réwnolegtymi masayh naley do klasy
probleméw silnie NP-trudnych jest bowiem uogodlnieniem klasycznego problemu
gniazdowego j6b shop, [4]). Algorytm doktadny rozwizywania rozpatrywanego
zagadnienia zostat przedstawiony w pracy [8], alewala on rozwiza¢ zadania o nie
wigcej niz 20 zadaniach i 10 maszynach. W literaturze projeosii takze metaheurystyki.
Hurink [5] oraz Mastrolilli i Gambardella [6] zagponowali metogd poszukiwania
z zabronieniamitabu search dla rozwaanego problemu. Gao i in. [3] propoaujpetody
algorytmu genetycznego oraz poszukiwania za zmianyoczeniem (VNS). Bejko,
Uchraaski i Wodecki [1] opracowali dwupoziomowy algorytmparty na otoczeniu
golfowym. Bazejko [2] przedstawia metedzréwnoleglenia procesu wyznaczania otoczenia
w rozwazanym tu elastycznym problemie gniazdowym. Dla rogpsanego problemu
W niniejszej pracy proponujemy metodgzacowania warfoi funkcji celu, ktéra znacznie
przyspiesza dziatanie algorytméw heurystycznych.

2. Sformutowanie problemu

Ogdiny problem kolejriziowy z réwnolegtymi maszynami moa sformutowé
nastpujaco, opieragc sk na notacji wprowadzonej w [2]: dany jest zbiér aad =
{1,2,... B, ktore naley wykona na maszynach ze zbioM = {1, 2,..., m. NiechO =
{1,2,...,6 bedzie zbiorem wszystkich operacji. Zbioér ten ina rozbé na chgi
odpowiadajce zadaniom, przy czym zadarie J jest chgiem o; operacji, ktore tda
kolejno wykonywane na odpowiednich maszynach (tfiagu technologicznym). Operacije
te s¢ indeksowane liczbamilig+1,..., |.,+0j), gdzie |; jest liczly operacji pierwszych
j zada, j = 1, 2,..., n,przy czymly = 0. Zbiér maszyM = {1, 2,..., n} mozna rozbé naq
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podzbiorow maszyn tego samego tymmi@zd, przy czymi-ty (i = 1, 2,..., g typ M;
zawieram maszyn, ktorexg indeksowane liczbami;(+1,... ,t; + m), gdziet; jest liczky
maszyn w pierwszychtypach,i=1,2,..., g, przy czymty, = 0.

Operacg v € O nalezy wykona: w gniezdzie p(v), tj. na jednej z maszyn zbiom*
w czasiep,;, gdziej € M* . NiechO* = {v€O: p(v) = k } bedzie zbiorem operacii
wykonywanych wk-tym (k = 1, 2,.., q) gniezdzie. Ciag zbiorow operacjiQ =

[ @ Q% ...,Qq™ ] takich, ze dla kadegok = 1,2,...,q zachodzi zalgnos¢ 0F =
Ufﬁ;;:’i"lQi oraz Q'NQ/ =9,i+j, i,j=12,..,m, nazywamyprzydziatem operacji
zbioru O do maszyn ze zbioru W skrocie przydzialem operacji do mas3yrCiag
[Qtk-1%1, Qtk-1%2 | Q'k-17™Mk] jest przydzialemmaszynom operacji vitym gniezdzie
(w skrécieprzydziatemw i-tym gniezdzie). W szczegblnym przypadku maszynazenoie
wykonywa’ zadnej operacji i wowczas w przydziale operacji vegdzie zbior operacji do
wykonywania przezetmaszyg jest pusty.

3. Szacowanie wartéci funkcji kryterialnej

Jezeli dokonano przydziatu operacji do maszyn, wéwcegznaczenie optymalnego
terminu wykonywania operacji (w tym i kolejfm wykonywania operacji na maszynach)
sprowadza si do rozwizania klasycznego problemu szeregowania, tzw. probl
gniazdowego.

Niech K =[K_,K,,....K_], bedzie chgiem zbioréw, gdzieK, 02° ,i=1,2,...m.
W szczegolnéci elementy tego ggu mog by¢ zbiorami pustymi. PrzeK oznaczamy
1 2 q
zbidr wszystkich takich agéw. Moc zbioruK wynosi 2°1x 297 x x 20071
Jezeli Q jest dowolnym przydziatem operacji do maszyn,Qd 1K (oczywicie, zbior
K zawiera take chgi, ktdére nie § dopuszczalne, tj. nieasprzydziatem operacji do
maszyn).
Dla dowolnego cigu zbiorow K =[K ,K,,....K ] (KOK) przez I, (K)
oznaczamy zbiér wszystkich permutaciji elementé#z Dalej, niech Dalej, niech
1K) = (71,(K), 75,(K),....77,,(K))
bedzie konkatenagj(ztozeniem)m ciagdw (permutacji), gdzig'z (K) U1, (K):
A(K)dn(K) =n,(K)xm,(K)x,...,Mn . (K).

tatwo zauways, ze jeeli K =[K,K,,...,K] jest pewnym przydziatem operacji do
maszyn, to zbior 77(K) (i=1,2,...m) zawiera wszystkie permutacje (zfiove
kolejnasci wykonywania) operacji ze zbiorl{; na maszynié Dalej, niech

¢ ={(K,n(K)):KOK C 7(K)OM(K)},
bedzie zbiorem par, ktérych pierwszym elementem jemg zbior6w, a drugim -

konkatenacja permutacji elementow tych zbiorow. Dime rozwizanie dopuszczalne
problemu PJOBS jest par(Q,771(Q)) 0 ®, gdzie Q jest przydzialem operacji do

maszyn, a 71(Q) konkatenag permutacji wyznaczagych kolejnéé¢ wykonywania
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operacji przydzielonych kalej z maszyn spelnigja ograniczenia iiv). Przez @°
oznaczamy zbidr rozwzan dopuszczalnych dla problemu PJOBS. Oczyigi @ [1 P.

4. Reprezentacja grafowa rozwjzania

Dowolne rozwizanie dopuszczaln® = (Q, 77(Q)) P’ (gdzie Q jest przydziatem
operacji do maszyn, #@(Q) jest kolejndcia wykonywania operacji na keej maszynie)
problemu PJOBS nima przedstawi w postaci grafu skierowanego z opginymi
wierzchotkami (sieci)G(@®) = (V,RUE(®)), gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw,

aRUOE(®) zbiorem tukéw, przy czym:
1. V=00O{sc}, gdzie S i C s dodatkowymi (fikcyjnymi) operacjami
reprezentujcymi odpowiednio ,,start" i ,,zakozenie". Wierzchotekv[JV\ {s,c} ma

dwie cechy:
-A(V) -- numer maszyny na ktérej najewykona operact V1O,
- Pua - wagk wierzchotka rowa czasowi wykonywania operacy JO na
maszynieA (V).
Wagi dodanych wierzchotkévp, = p. = 0.
-1

°j

2.R= LnJ.U{(Ij_1 i +i+2 0 (st +1b0{, +o, . c)

j=li=1

Zbior R zawiera luki #czace kolejne operacje tego samego zadania oraz tuki
z wierzchotkaS do pierwszej operacji kdego zadania i tuki od ostatniej operacjittego
zadania do wierzchotk& .

m [0X|-1

3. E@) =J U{(m®. 76 + D)}

k=1 i=1
tatwo zauway¢, ze tuki ze zbioruE(®) tacza operacje wykonywane na tej samej
maszynie (7, jest permutagj operacji wykonywanych na maszynM,, tj. operacji ze
zbioru O%).

tuki ze zbioruR wyznaczaj kolejngs¢ wykonywania operacji w zadaniach (paolek
technologiczny), a tuki ze zbiordkE(®) kolejnas¢ wykonywania operacji na kdej

Z maszyn.

Uwaga 1 Para @ =(Q,77(Q))J® jest rozwgzaniem dopuszczalnym dla problemu
PJOBS wtedy i tylko wtedy, gdy gi@(©®) nie zawiera cykli.

Ciag wierzchotkow (V;,V,,...,V,) grafu G(©) taki, ze (v,,V,,,)UROE(O) dla
1=1,2,...,k=1, nazywamydrogg (lub sciezkq) z wierzchotka V; do V,. Przez
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C(v,u) oznaczmy najdksz drog; (zwam droge krytyczm) w grafie G(O)
z wierzchotkaV do U (v,ul]V), a przezL(v,u) dhugas¢ (sune wag wierzchotkow) tej
drogi.
tatwo zauwayé, ze czas wykonywania wszystkich operacfC _ (©) zgodnie
z przydziatem operacjiQ i kolejncicia (uszeregowaniemy1(Q) jest réwny diugeéci
L(s,c) drogi krytycznejC(s,C) w grafie G(®) . Rozwazanie problemu gniazdowego
z réwnoleglymi maszynami sprowadza sviec do wyznaczenia takiego rozmania
dopuszczalnegd = (Q, 77(Q)) U ®°, dla ktérego odpowiadegy mu graf G(®@) ma
najkrotsz drog krytyczm, tj. minimalizuje L(S,C) .
Niech C(s,C) = (S,Vy, Vs, ...,V,,,C), gdzieV, 1O (1<i < W) bedzie drog krytyczm
w grafie G(®) z wierzchotka poczkowego S do kacowego C. Drog: t¢ mazna
podzielé na podcigi wierzchotkéw
B =[Bl,BZ,...,Br],

zwane blokami w permutaciji na drodze krytyczn€(s,C) , przy czym

1. blok jest podegiem wierzchotkdw z drogi krytycznej zawiegaym kolejne operacje
wykonywane bezpwednio jedna po drugiej,

2. blok zawiera operacje wykonywane na tejegamaszynie,

3. przekréj dwdch dowolnych blokéw jest zbiorpustym.

4. blok jest maksymalnym (ze wgdl na zawieranie) podzbiorem operacji z drogi
krytycznej spetniajicym ograniczenia 1.-3.
W dalszej czsci beda rozpatrywane tylko te bloki, dla kt(’)ryder [>1, czyli tzw. bloki
niepuste.

Jeeli B¥ (k=1,2,...r) jest blokiem na maszynid, (i =1,2,...m) z gniazdat

max

(t=1,2,...9), to legdziemy go oznaczali nagtujaco:
B = (77(a"), 7 (a" +1),..., 75 (b* ~1), 77 (")),

gdzie 1<a* <b* <|Q'|. Operacje /(@) i m(b*) w bloku B s nazwane
odpowiednio pierwsz i ostatni. Z kolei blok bez pierwszej i ostatniej opera@zgwamy
blokiem wewetrznym

Twierdzenie 1 Niech B =[B*,B?,...,B"] bedzie cigiem blokéw drogi krytycznej
w acyklicznym grafieG(©), © L ®°. Jeeli graf G(Q) jest dopuszczalny i zostat
wygenerowany zG(®) przez zmiap kolejnoici wykonywania operacji na pewnej

(Q) <C_.(0),towG(Q)
—  przynajmniej jedna operacja z pewnego bloBl, kO {1,2,...,r} poprzedza

maszynie orafC

max max

pierwszy elementz(@®) tego bloku, lub
—  przynajmniej jedna operacja z pewnego bldBl, kO {1,2,...,r} wysepuje

za ostatnim elementerf(b*) tego bloku.
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Zmiana kolejnéci operacji w dowolnym bloku nie generuje rozgania o mniejszej
wartcsci funkcji celu. Aby wic poprzez zmian kolejncéci wykonywania operacji nha
maszynach wygenerowaraf o mniejszej diugmi sciezki krytycznej naley przynajmniej
jedm operact z dowolnego bloku przesuad przed pierwsz lub za ostatni operacg tego
bloku. Fakt ten &dzie wykorzystywany do eliminowania z otoczenian&atow zlgdnych
(nie dapcych poprawy wartei funkcji celu), tj. do wyznaczania subotoczenia.

5. Problem przydziatu operacji do maszyn

W tym rozdziale jest rozpatrywany problemem wyzmeaia “"dobrego”
(suboptymalnego) przydziatu operacji do maszynzd€aoperacja w sposéb jednoznaczny
jest przydzielona doktadnie do jednego gniazda.a#dd¥m z gniazd nalgy wigc dokona
rozbicia przydzielonych operacji na poszczeg6ineayay. Sposob rozbicia ma wpltyw na
czas zakaczenia wykonywania wszystkich zadatj. wartg¢ rozwiazania problemu
gniazdowego (job shop). Generalnie, agldokond takiego rozbicia, aby waré funkcji
celu dla tego rozbicia (tj. rozadania problemu job shop) byta minimalna.

Niech @ = (Q,1(Q)) L ®° bedzie rozwizaniem dopuszczalnym problemu PJOBS,
gdzie Q =[Q",Q%,...,Q™] jest przydzialem operacji do maszyp; liczba operacii
wykonywanych na maszyni. (. p. =|Q'|), a

mQ) = (1(Q), 75,(Q).....77,(Q))
konkatenagej m permutacji. PermutacjaZ (Q) wyznacza kolejn@ operaciji ze zbiorLQi
, ktore naley wykona na maszynieM; (i =1,2,...m).
W dalszej cgzsci tego rozdziatu, tam gdzie nie prowadzi to dojedeoznacznii,
bedziemy pomijali przydziat operacjQ wyskpujacy jako parametr permutacji. Wobec
tego konkatenagj 77(Q) = (77,(Q), 77,(Q),...,77,,(Q)) bedziemy w skrocie zapisywali
m=(m,m,,...,1T,).
Przez tij (k,I) oznaczamy ruch typuransfer (w skrocie t-ruch) polegajcy na
przeniesieniu operacji znajdogj sk na pozycjiK w permutacji 77 (4. operacji 7Z (K) )
na pozyc | w permutaci 77, (K) (przesuwaic wczeniej operacje znajdage sk na
pozycjachk, k+1, itd. o jedm pozyci w prawo). Wykonanie ruchd]ij (k,1) generuje
z ©=(Q, 1) JP° nowe rozwizanie @ = (Q’, 77') takie,ze

n,=m, VZi,j, v=1,2,...m D)

oraz
7 = (7% (1),75(2),..., 75 (k =1), 75 (K +1),..., 7% (0, —1), (2)
1 =(n;(1),7,(2),..., 7 (1-1),7, (K), 7, (I),...., 71, (p; +1). (3)

Wykonanie tego ruchu powoduje przeniesienie opbrdﬂ;j(k) ze zbioru Qi (.
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z maszynyM, ) do zbioruQ’ (. na maszya M ;)- Wobec tego

QY=Q", v#i,j,v=1.2,..m

oraz

Q" =Q\{7 (K}, Q"=Q' O{m(k)}
Graf G(®') wygenerowany przez wykonanteruchu maze zawierd cykl i wowczas
rozwigzanie @' = (Q’, 77') nie jest dopuszczalne.
Wykonanie t -ruchu powoduje przeniesienie operacji z pewnej maszymynm, tj. nowy
przydziat operacji do maszyn w pewnym dguizie. Wobec tego, z dowolnego rozmania
(przydziatu operacji do maszyn), wykoagjt-ruchy mazna otrzyma dowolny inny
przydziat operacji do maszyn, tj. rozbicia zbiordperacji w poszczegolnych gniazdach.
Jereli T jestt-ruchem to przezr (©) oznaczamy rozwzanie wygenerowane @ przez
wykonanie ruchur .
Dla ustalonego rozwrania dopuszczalneg® , niech T(®) bedzie zbiorem wszystkich

t-ruchéw Otoczeniem® jest zbior
N(©) ={r(®@)0® : 70T}, (4)
gdzie ®° jest zbiorem rozwizan dopuszczalnych, przy czym dopuszcz&ing (©) jest

réwnowana acyklicznéci grafu G(7(0O) .

Na pocatku tego rozdzialu napiséiny, ze metoda rozwizania problemu PJOBS skiada
sie z dwdch krokéw. Pierwszy - wyznaczenie pewnegg@duiatu operacji do maszyn, oraz
drugi - wyznaczenie kolejdoi wykonywania operacji, tj. rozwkanie problemu
gniazdowego.

Niech © =(Q,71) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym problemu PJOBS. Nowy

przydziat operacji do maszy®' bedziemy generowali z przydzial) nastpujaco:
- wyznaczy otoczenieN(O),
- wybra z otoczenia rozwizanie ©' = (Q',77') o najmniejszej wartai funkcji

celu - nowy przydziat operaciji do masz@ .
Poniewa liczba t-ruchéw moze by bardzo dua, wiec niektére z nich pominiemy
i bedziemy rozpatrywali jedynie te, ktére mpgrzynie¢ poprave wartasci funkcji celu.
Ponadto, nie dmdziemy wyznaczali doktadnej wakm funkcji celu, rozwizan
generowanych przez-ruchy, a jedynie je szacowali. Jak wykazaly eksperymenty
obliczeniowe powoduje to znaczne pigigszenie dziatania algorytmu przy niewielkim
pogorszeniu wynikdw. W dalszej gzi dokladnie opiszemy metody eliminowania
z otoczenia (4) zlwinych ruchdw oraz szacowania wadidfunkcji celu.

6. Wyznaczanie otoczenia

Wykonaniet-ruchu maze generowérozwiazanie niedopuszczalne, tzn. odpowiadg,j
temu rozwizaniu graf zawiera cykl. Badanie dopuszczétnorozwigzania jest wgc
rbwnowane badaniu acykliczdoi grafu. Odpowiedni algorytm na Zonacsé

obliczenioww O(0), gdzie o jest liczla operacji. W dalszej e#ci udowodnimy
twierdzenia umdliwiajace w czasie statym badanie dopuszczainaozwiazan (tj.
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acyklicznaci odpowiadajcych im graféw) generowanych przemichy.

Niech © = (Q, 71) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym, gdz® =[Q",Q%,..., Q"]
jest przydziatem operacji do maszyn/ja= (7Tl, 7T2,...,7Tm) konkatenag m permutaciji.
Permutacja/ wyznacza kolejn& wykonywania operacji ze zbiorQi na maszynieM,
(i=1,2,...m).

Rozpatrujemy dwie maszyny z tego samego gnidytiai M i - Permutacja’f wyznacza
kolejnas¢ wykonywania operac;ji zbioruQi na maszynie M,, a TT; kolejnas¢
wykonywania operacji zbior@Q' na maszynieM ; - Dla dowolnej operacjirz; (k) oQ'

definiujemy dwa parametry zwdane z drogami w grafi& (@) :
«  pierwszy parametr

1 gdylv=1,2,..,p; nieistniejedrogaC(r; (v), 7z (k)),
7;(K) =1 1+ max{istniejedroga C(r7, (v), 77 (K))} W p. p. (5)

Kvspj
Wobec tego zzadnej operacji znajdggych st w permutacji T, na pozycjach
n;(k),7;(K)+1,..., p; nie istnieje w grafieG(©) droga do operacji (wierzchotka)
7(K).

e drugi parametr

1+p; gdyOv=1,2,..,p, nieistniejedrogaC(r, (v), 77 (k)),
P (k) = 1+ min {istniejedrogaC(rz(k),7,(v))} W p.p. (6)

1 (K)svsp;
Z powyzszej definicji wynikaze w grafie G(®) nie istnieje droga z wierzchotka (K)
do zadnej z operacji znajdgych st na pozycjach 77, (K),77;(K) +1,..., p;(K)
w permutacjilTj

Twierdzenie 2
Niech © =(Q, 1) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym dla problemu PJOBS oraz

TG, T, permutacjami operacji wykonywanych na maszynadh, M j- Jezeli maszyny
M;,M, nalea do tego samego gniazda, to wykonanie t—rucmijl(k,l)

(I =1,2,...,17,(k) —1) generuje rozwizanie, ktére nie jest dopuszczalne.

Dowod. Niech @ =(Q,7n) bedzie rozwazaniem dopuszczalnym, aG(®)

odpowiadagcym mu grafem. Permutacjd& wyznacza kolejrsg wykonywania operacji na
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maszynie M;, a 77, kolejndg¢ na maszynieM ;. Rozpatrujemyt-ruch tij(k,l)
polegajcy na przeniesieniu operacjil'[i(k) z maszyny M, na pozyc |
(1=l <=n;(k)-1) w permutacji7z;(I), tj. na maszya M ;. Ruch ten generuje nowe
rozwiagzanie ®' = (Q', 71') . Udowodnimy,ze graf ten zawiera cykl.

Z definicji (5) parametruy; (K) wynika, ze w grafie G(O) istnieje droga z wierzchotka
7%.(7,(K)=1) do 75(K) . 1. rogaC (77, (7, (€) ~1),7,(K)).

Ponadto, w grafie tym istnieje tak droga C(77;(I) = (77 (k), 7, (77;(k) —1)).
Wykonanie ruchutij(k,l) powoduje wstawienie operaciiz (K)) na pozyg | w
permutacji TT; . Wynikiem tego jest wstawienie do graf3(@'), miedzy innymi, tuku
(75)(k), 77, (1)) - Wynikiem tego jest powstanie cyklu
(7., 7, (0).C7 (K), 77, (7, (K) ~1)),C(, (7, (K) 1), 75(K)) . co  kaiczy

dowdd twierdzenia.

Podobne twierdzenie moa udowodrd dla parametryo; (K) z definicji (6).

Twierdzenie 3
Niech © =(Q, 1) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym dla problemu PJOBS oraz

TG, T, permutacjami operacji wykonywanych na maszynddh, M j- Jeeli maszyny
M;,M j nalea do tego samego gniazda, to wykonanie-ruchu tij (k,I)

(I =p;(k)+1,p0,(k)+2,..., ;) generuje rozwizanie, kiére nie jest dopuszczalne.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2 2na pokazé, ze po wykonaniu ruchu
ti(kl) (=p,(K+1,p,(k)+2,...,0,) w wygenerowanym grafie G(©')

powstanie cykl

(C(z (k), 713 (p; (k) =1)), C(7z; (p; (K) = 1), 77, (1 = 1)), (77, (1 = 1), 77, (K)) -

T noacc

Przez oznaczamy zbor tycht-ruchow z T(©), ktore spetniaj zatazenia

Twierdzenia 2 lub 3. $to wiec ruchy generace z© niedopuszczalne rozydania.

Twierdzenie 4
Niech © =(Q, 1) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym dla problemu PJOBS oraz

TG, T, permutacjami operacji wykonywanych na maszynddh, M j- Jezeli maszyny
Mi,Mj nalea do tego samego gniazda, to wykonanie-ruchu tij(k,l)
(I =n;(k),n;(k)+1,..., p;(k)) generuje rozwizanie dopuszczalne.

Dowdd. Dowdd tego twierdzenia wynika bezpednio z definicji parametréow
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17,(K), p;(k) (7(k)0Q") oraz Twierdzenia 2 i 3.

Wiasnosé 1 Dla kazdej operacji 77 (K) wykonywanej na maszynhd; istnieje pozycijd
W permutaciji TT, (ti. na maszynieVi j Z tego samego gniazda) taka, wykonanie ruchu
tij (k,1) generuje 2O rozwizzanie dopuszczalne.

Dowdd. Wystarczy zauwgyé, ze jereli © jest rozwizaniem dopuszczalnym to

P () 21,(K).

Obecnie udowodnimy twierdzenieedace podstaw do eliminowania, w procesie
generowania otoczenia, pewnytehuchéw Petni ono podohknfunkcje jak twierdzenie 1.

Zatozmy, ze dla pewnego przydziatuQ konkatenacja 71 jest optymalnym
uszeregowaniem operacji na maszynaf(©) grafem odpowiadagym rozwizaniu
©=(Q,n),aC
G(O).

(©) wartdicia funkcji celu, tj. diugécia drogi krytycznej w grafie

max

Twierdzenie 5
Niech @ =(Q,71) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym dla problemu  PJOBS,

aB=[B',B?...,B'] ciagiem blokéw drogi krytycznej w grafieG(®). Jeeli
@ =(Q',77') jest rozwizaniem dopuszczalnym, ktére zostato wygenerowatk przez
(©) <Cux(©)

tow @' przynajmniej jedna operacja z pewnego bloku zagtateniesiona na iarfw tym
samym gniedzie) maszya

zmiarg przydziatéw operacji do maszyn w pewnym guige orazC, max

Dowdd. Niech B =[B!, B?,...,B"] bedzie chgiem blokéw drogi krytycznej w grafie
G(©) . Kazdy blok jest cigiem operacji

B' = (m(a), (@’ +1),..., 71(b')),
dlai =1,2,...,r ,gdziel<a'<b'<a’<b’<,...,<a* <b.
Dla uproszczenia oznaazev dowodzie tego twierdzenia zakladanig kazda operacja
z drogi krytycznej naley do pewnego bloku. Tak wé blok ma@e zawierd tylko jedra
operacg.
Przez

Y'(m) ={m(@), m(@ +1),..., (")},
oznaczamy zbior zada bloku B'.
Sciezka krytyczna C(s,c) w grafie G(©) zawiera wszystkie wierzchotki (operacje)

zbioru| J_Y', ajej dhugsé L(5,0) = Cro(©) = XD i

Niech ©' =(Q',71') bedzie rozwizaniem  dopuszczalnym  takim, ze
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Crax(@) <C

operacja zadnego blokuB®, B?,..., B" nie zostato przeniesiona na inmaszyr z tego
samego gniazda. Tak ga

Yi(m)=Y'(1), i=1.2...r.
Wobec tego ag zada (77(a'), 77(a’ +1),...,71(b")) w permutacjizi oraz (77(a'),
(@ +1),...,7(0)) w S = permutaciami tego samego podzbioru zada
Y'={n(@"), n@ +1),...,7mb'")} . Rozpatrujemy drag C'(S,c) w grafie G(@').
Wierzchotki tej drogi nales do zbioru A=0Y'(77). Diugai¢ tej drogi

(©). Przypdémy, ze w przydziale operacji do maszy®' zadna

max

L'(s,c) = szApv, a wic jest rowna diugaei L(s,c) =C
(©)=C

(©) drogi krytycznej

max
C(s,c) w grafie G(O). Wobec tego C
z zalzeniem.

(©), co jest sprzeczne

max max

Niech © bedzie rozwizaniem dopuszczalnymB ciagiem blokéw drogi krytycznej
w grafie G(®) a T zbioremt-ruchéwokrelonych dla® .

Przez T°”t(®) oznaczamy zbiér tych ruchéw T (@), ktére przenosg operacje nie

nalezace dozadnego bloku (tj. z poza bloku) na inmaszyr.
Bezparednio z Twierdzenia 5 wynika wlasiip ktéra jest podstayvdo eliminowania
zbednych ruchow.

Wiasnosé 2 Jeseli rozwigzanie dopuszczalnd®' zostalo wygenerowane © przez
wykonanie pewnego t-ruchu najeego do zbioru OUt(G)) , to

C.x(©)2C . (0).
Dowdd. Dowéd wynika bezp@ednio z Twierdzenia 5.
Tak wigc wykonaniet -ruchu polegajcego na przeniesieniu na inmaszyg operaciji nie
lezacej nasciezce krytycznej nie generuje rozgania o mniejszej warfoi funkcji celu.
Twierdzenie 6 Niech @ =(Q,71) bedzie rozwgzaniem dopuszczalnym dla problemu

PJOBS Jeeli B" jest blokiem na maszynidl,, a B" blokiem naM; oraz obie
maszyny nale do tego samego gniazda, to ruch typu transfergaydey na przeniesienie
operaciji z bloku wewatrznego B" do bloku wewegtrznego BY nie generuje rozwizania

0 mniejszej wartei funkcji celu.
Dowdd. Niech ©=(Q,71) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym, G(©)

adpowiadajicym mu grafem, &8 =[B", B?,...,B'] ciagiem blokéw z drogi krytycznej.
Zaktadamyze

B" = (m(@"), m(@" +1),...,m(b")), B" = (m(a’), m(a” +1)...., (b")),
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sa blokami (1< u<V<r) odpowiednio na maszynié/; oraz M. Rozpatrujemyt-
ruch ti]- (k,1), gdziea" <k <b" oraza' <| <b" przenosacy operac} z bloku B"

do bloku BY. Ruch ten generuje £ nowe rozwizanie ©' = (Q',71') . Przydziat
operacji do maszyrQ' oraz permutacjaZl’ sa okreslone w (1)+(3). Drog krytyczm
C(s,c) w grafie G(®) mozna rozbé nastpujaco:

C(s,c) = (C(s,(a")),C(m(a"), m(b")),
C(r(b"), m(a")),C(mm(a"), mb")),C(m(b"),c)).

W grafie G(@') istnieje droga
C'(s,c) =(C'(s,7(a")),C'(7(a"), 7 (b")),

C'(7(b"), 7 (a"),C' (' (@"), 7 (b")),C (77 (b"),c)).
tatwo zauway¢, ze réwne g nastpujace drogi:
C'(s,77(a")) =C(s, m(@")), C'((b"), ' (a")) = C(r(b"), (a"))
C'(77(b"),s) = C(m(b"),s),
a wigc rowne g takze ich dtugdci.
Rozpatrujemy drogi C(77(a"), 7(b")) i C(/(a"), m(b")) w grafie G(®) oraz
C'(m@"),m(b")) i C'(m@a’), b)) w grafie G(@'). Poniewa droga
C'(77(a"),7(b")) zawiera wszystkie wierzchotki drogi C(7z7(a"), 77(b"))

z wyjatkiem wierzchotka 71(k) , ktéry zostat przeniesiony przezuch bloku B", wigc
zachodzi

L'(7(a"),77(b") = L(7(a"), 7(b*)) = Prgs-
Podobnie, rozpatrag drogi C(77(a"), m(b")) i C'(77(a"), 77 (b")) mazna pokaza, ze

L'(7 ("), 77 (b")) = L(7(a"), 72(0")) + Py -
Z tego wynikaze L'(c,s) = L(c,S).
Reasumujc, dlugéé pewnej drogi C'(c,s) w grafie G(@') jest réwna
C(st)=C__ (©). WobectegdC __ (@) =C

max (©), co kaiczy dowdd twierdzenia.

max max
Wobec tego aby przez wykonartiguchu wygenerowé ewentualnie lepsze rozagianie
nalezy pierwsz lub ostatri operact bloku przenié¢ przed pierwsgz lub za ostatni
operacg innego bloku.

Udowodnione w tym rozdziale Twierdzenia 2 i 3 datyadopuszczalni@i rozwiazan
generowanych przez-ruchy. Jeeli znane s drogi pomédzy dowolnymi parami

wierzchotkow w grafie, wowczas to sprawdzenie yegkonywane w czasie statym. Z kolei
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Twierdzenia 5 i 6 wyrzaja tzw. wlasndci eliminacyjne blokéw. Umdiwiaja bowiem
pominkcie w procedurze generowania otoczenia ruchéwgekide generuaj lepszych, od

biezacego, rozwizan. Ze zbioru ruch6owT (©) generujcych otoczenie rozwzania ©
bedziemy pomijali wszystkie ruchy spetmiag zalagenia twierdzé 2,3,5 i 6. Wobec tego
do generowania otoczenia roawania © beda stosowané-ruchyze zbioru

T%(@) = T(@) \ (T 0 T*)
gdzie T"**° jest zbiorem ruchéw genesgjych rozwazania niedopuszczalne (tw. 2 i 3),
a T°" zbiorem ruchéw genengych rozwizania o wartéci funkcji celu nie mniejszej ni
Crax(©) (tw. 51 6).
Jeeli B=[B', B?,...,B"] jest cagiem blokéw z drogi krytycznej w grafi€5(Q),
woéwczas zbiorT?°(©) zawiera ruchy przestawigje pierwsz (lub ostatni) operacg
kazdego bloku na inp(z tego samego gniazda) maszydeeli 71(V) jest pierwsz (lub
ostatni) operacj pewnego bloku oraM J- jest maszym z tego samego gniazda, wéwczas
zbior T*°(©) zawiera ruchy przestawigie 71(v) na nasfpujace pozycje:
n;(V),7;(v+1),...,0,(v). Okazalo si, ze generowane przez te wszystkie ruchy
otoczenie jest die i zawiera wiele "ztych" ruchow. OgranicZytly sk wiec do ruchéw
przestawiajcych pierwsz (lub ostatni) operacg 71(V) blokujedynie na pozyai 77, (V)
lub p; (V) . Ostatecznie wt
TM©) ={t| (v, W) OT**:wl{a",b'}, wi{n,(v),o,(V)}, k=1,2,...,r}. (@)

Ostatecznie wt otoczenien@ jest zbidr rozwizan dopuszczalnych

N(©) ={r(©): rOT*""(O)} 8)

Otoczenie to zawierd X elementéw, gdzig jest liczky blokéw drogi krytycznej.

7. Metody szacowania wartéci funkcji celu

Kazde rozwizanie © = (Q,71) jest pas, ktorej pierwszym elementem jestagi
zbioréw - przydzialdw operacji do maszyn. Nowy miziat kedziemy wyznaczali
wybierapc z otoczenia (8) element o najmniejszej wantdunkcji celu. Wymaga to
wyznaczenia, dla kKalego elementu otoczenia, drogi krytyczne. Aby fpmszy te
procedug, jako kryterium wyboru &dziemy stosowali obliczane w czasie statym dolne
ograniczenia wartei funkcji celu. W tym rozdziale przedstawimy meyodyznaczania
takich ogranicza.

Niech © = (Q, 71) bedzie rozwizaniem dopuszczalnym, gdz® =[Q",Q%,..., Q"]
jest przydziatem operacji do maszyn/ja= (7Tl, 7T2,...,7Tm) konkatenag m permutaciji.

Dalej, niech B =[B',B?,...,B"] bedzie cagiem blokéw drogi krytycznej w grafie
G(9).
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Rozpatrujemy dwie maszynyM, oraz Mj nalezace do tego samego gniazda. Na

maszynie M; s wykonywane operacie ze zbioru Qi w  kolejndci
7 =(7(1),77(2),...,7(p)), a na maszynieM; operacie ze zbioru Q!
w kolejnasci 77, = (77,(1),77,(2),..., 77, (0;)) . Zalzmy, ze blok

B" = (7 (a"), 4 (a" +1)...., 7% (b" —1),7 (b)),
zawiera operacje wykonywane na maszyié, . Dla uproszczenia zapisu pomijamy
indeksk oznaczajcy numer bloku. Wobec tegdr (a) jest pierwsz, a 7z (D) ostatna

operaci bloku B¥.

Zgodnie ze strategiprzeszukiwania otoczeni®(©®) szukamy takiego rucha OTV,
ktory wygeneruje grafG(7(®) - rozwizanie dopuszczalne o wiwie najmniejsze;
wartasci oszacowania diugoi drogi krytycznej (tj. wartéci funkcji celu).

Dla ruchéw z TV przestawiajcych pierwsz operacg 7'ri(ak) bloku B* na pozyag

n, (@) lub o, (@) w permutacii/z; wprowadzamy oznaczenia

ak x(ak x(ak x(ak x(ak
K =ma{ L@, 5, 1, L), x(@) D{r; ("), p; (@)}

x(ak)
gdzie
x(@ky  _ k k
L™ = Lsm(a -1)-L(sm(@)),
L = L@ +))-Lsm@N-p, ..
ak w-1
L = L@+ 2P+ P,k + LT (W),0)
h=2 !
) pK-1 )
- L(s,(a’))- z Prmy ~ L(7z(b%),0),
h=ak +1
‘ w-1 bK-1 ’
h=x(ak)+1 h=ak+1

Podobnie, dla ruchéw " przestawiajcych ostatni operacs 7z (b*) bloku B* na

pozyck /7; (@) lub o, (@) w permutaciji/z; wprowadzamy oznaczenia

k k k k k
& =ma{ 57, 500, 500, L) y(0") D{n,; (0, p; (6},

gdzie "
U = L -1).0-p, . ~LE01),0)
L™ = L (0" +1),0) - L(75(B¥),c),
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w-1

k
e = L(s,lTj(l))+hZ_;pn,-<h)+p

ek T LT (W).C)
k R K
- L(sm(@))- Zk: Prm ~ L7 (DY), 0),
h=a"+1
o) y(bK)-1 ’ K1
L = L(s,B())+ Z pnj(h)_L(s!ni-(a ) Z Pz (-
h=2 h=ak+1

Obecnie udowodnimy twierdzenia pozwafg na szacowanie wast funkcji celu dla
rozwiazania wygenerowanego®@ przez przestawienia pierwszej operaﬂji(a) Z bloku

B¥ (wykonaniet-ruchy) na pozyc n;(a) lub p;(a) na maszynieM ;.

Twierdzenie 7 Jeseli rozwigzanie @' = (Q',71') zostato wygenerowane @ = (Q, 77)
przez wykonanie rucht% (@,x@9))0T", x(@") O{n, (@), o (@)} to

L'(s,c) = L(s,0) +Aaxk(ak).

Dowéd. Niech 77 = (77(1), 7 (2),..., 75(p,)) oraz 71, = (77,(1),77, (2),..., 77,(P;))

beda permutacjami operacji wykonywanych odpowiednio maszynie M; oraz Mj.

Ciag operacji B* =[77(a"), 7 (a" +1),...,1(b*)] (1<a*<b*< p) jest blokiem
na maszynieM  , tj. B¥ jest podcigiem TT.

Dla uproszczenia  zapisu przyjmujemy, ze a=a“, b=b" oraz
a=rm=(Q),...,a@),...,ab),..,a), B=m =(B1)....5(W)), gdzie
u=,0,w=p;.

Graf G(@) jest acykliczny, wic istnieje droga krytyczn&(S,C) o diugdgci L(S,C).
Dla kazdego wierzchotkav 1O , zachodzi
C(s,c) =(C(s,v),C(v,0))
oraz
L(s,c) = L(s,v) +C(v,C) - p,.
Wierzchotki drogi krytycznej mina rozb¢ na podcigi
C(s,c) = (C(s,a(a)),C(a(a),a(b)),C(a(b),c)) ©)

Rozpatrujemy kolejno nagiujace drogi: d,(s,c), d,(s,c), d,(s,c) i d,(s,c)
z wierzchotkaS do C w grafie G(®') . Symbolicznie g one przedstawione na rysunku 6.

d(sc) = (C(sa(a-1)),C(a(a-1),a(b).C(a(b).c)),

dy(sc) = ((C'(sa(a+1)).C'(a(a+l).a(b).C(a(b).c)),
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di(s,c) = (C'(s,8(1),C(B(1), (), C'(B(W),c)),
dy(s,c) = (C'(s.a(a)).C(a(a) = B(x(a)),B(w).C(B(W),c).

Korzystajc z faktu,ze

C'(s,a(a-1))=C(s,a(a-1)) orazC'(a(b),c)) = C(a(b),c))
otrzymujemy

d(sc) = (C(sa(a-1)).C(a(a-1).a(b).Cla(b).)

oraz podobnie

dy(sc) = ((C(s.a(a+1)).C(a(a+l).a(b)).C(a(b)c)),
dy(s,c) = (C(s,8(1),C(B(1).5W),C(B(wW),c)),
dy(s,c) = (C(sa(a).C'(a(a) = B(x(a)). B(wW),C(B(W),0).

Wobec tego diugai tych drég (w grafieG(®")) mazna mana wyrazé poprzez diuggei
pewnych drog w grafi€5(®) . Wynosa one odpowiednio:

(50) = L(sa(@-1)+ Y. pyu+L(@®).0),

h=a+1

Lsa@+L)+ S po +L(@b).0),

h=a+2

1%(s,C)

w-1

L(s, ﬁ(l))"'zpﬂ(h) + Pya) T L(B(W),C),

w-1

L(sa@+ D, Py *+L(BW),cC).

h=x(a)+1
Poniewa graf G(@') jest acykliczny, wic istnieje droga krytyczndC'(S,C), ktorej
diugas¢ nie mae by krétsza od dtugiei dowolnej innej drogi z wierzchotk& do C
w G(@'). Dlatego te

1%(s,C)

1(s,c)

L'(s,c) = 1%(s,c), L'(s,c)21%(s,c), L'(s,c)213(s,c), L'(s,c)=1*(s,c).
Stad korzystage z (9), otrzymujemy

L'(s,c) = maxl'(s,c),l?(s,c),13(s,c),1*(s,c)} =maX{L(s a(a-1))

+ Y Py *L@D),0), Lis.a@+r)+ Y pyg +L@0),0),

L(s, B(1))+ Zpa(h) + Py + L(B(W), ),
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Lsa@+ Y Doy +LIBW),C)}

h=x(a)
= maXL(s,c)+L(s,a(a-1))-L(s a(a)),
L(s,c) +L(s,a(a+1))-L(s,a(a)) = Pyas)

L(S.0)+L(S BN+ Y Pay * Pugy + LIBW.O

bk -1

- L(sm(@))- Zk: Pz hy - L(7(b"),c),
LSO+ S Pry +LIBW).O) ~ S Py ~ L(@(),C)}
h=x(a)+1 h=a+1

k k k k
= L(s,c)+ma{ L), L), e ey
= L(s0)+4,,
co kaczy dowdd twierdzenia.
Kolejne twierdzenie jest zwzane z przestawianem ostatniej operamibk) z bloku B

na maszya M ;.

Twierdzenie 8 Jeseli rozwigzanie @' = (Q',77') zostato wygenerowane @ = (Q, 77)
przez wykonanie ruchbij (b*,y(NHOT", y(b") O{n, (bH), o, (b)} to

k
[ > b
L'(s,c) = L(s,c) +Ay(bk)'

Dowod. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 7 zaktadawey, 77 = (7 (1),77 (2),

1 (p)) oraz 7, =(m,(1),77,(2),...,7,(p;)) s permutacjami operacji
wykonywanych na maszynidl; oraz M, a BX =[7z(a"), 7 (a"“ +1),..., 71 (b")]
(1<a“<b* < p) jest blokiem na maszyniM, .
Dalej, dla uproszczenia zapisu przyjmujenyg a =77 = (a(1),a(2),...,a(u)),
B=m =(BQ),...,(w)), gdzieu= p,, W= p;, ablok

B = [77(2),77(a+1),..., 4 (O)].

W wygenerowanym przez ruct‘i (b*,y(b*)) acyklicznym grafieG(®') rozpatrujemy
nastpujace drogi:

di(sc) = (C(sa(@).C(a(a).a(b-)).C(a(b-1).)),
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dy(sc) = ((C(sa(a).C(a(a)a(b+1)).C(a(b+1).)),
dy(s,c) = (C'(s,5(1),C(B(1).A(w),C'(B(w),c)).
dy(s,c) = (C'(s8(1).C(B(1).B(y(M)) = a(b)),C(B(yD))c).

Dhugcsci tych drég wynosz one odpowiednio:
b-2
I'(s,c) = L(sa(@)+ Y. Py +L(a(b-1).0),

(50 = Lsa@)+ 3 puy *+L@®¥).0),

°(50) = L(SAW)*+ Y pagy +LIBW),0),
y(l;)—l

1*(s,c) =

L(s, B(1)+ Z Py + L(B(D),0).

Poniewa droga krytycznaC'(s,c) w grafie G(@') jest najdhisz drog z wierzchotka
S do C, wiec jej dluga¢
L'(s,c) = maxI*(s,c),?(s,c), 13(s,c), | *(s,C)}.
Po wykonaniu podobnych jak w dowodzie Twierdzen@zeksztatcg, otrzymujemy:
L'(s,c) = L(s,c) + &

y(b)?
co kaiczy dowdd twierdzenia.

Przestawiajc operag; 77(a*) na pozycje /7, (@) Iub P (@) generuje s graf,
w ktérym dolnym ograniczeniem dlugm drogi krytycznej wierzchotkaS do C jest

k k
wartes¢  wyrazenia L(S,C)+A"; ok, (b L(S,C)+Aa;7 k) Tak wie wyrzenie
i i

K
Ai(ak)’x(ak) O{n, (a"),,oj (a*)} moze by wykorzystane do wyboru operacji (.

elementu z otoczenia), ktoradzie przestawiana.

k k
Podobnie,L(S,C) +Al:7 o) (lub L(s,C) +At; o) ) jest dolnym ograniczeniem dtugm
j j

drogi krytycznej w grafie wygenerowanym przez ptaegenie operacjiﬂ(bk) na pozycje

7,0 b py(0Y) i wyraenie & y(6*) {7, (), p, (01} moe by
wykorzystane do elementu z otoczenia.
Wybieramy operagj 71(v) O taka, ze
Ny = min{&%,, : z20{a“,b"}, u(2) O{n,(2).0,(2)}} (10)
I<ksr

. . y \J
Minimalna warté¢ A',

przaestawieniu pierwgzlub ostati operacg z pewnego bloku na ianmaszym.

) odpowiada wéwczas ,,najlepszentuatichowipolegajcemu na
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Z Twierdzenia 7 i 8 wynikaze jeli A’
dtugasé drogi krytycznejL'(s,c) > L(s,C).
Reasumujc, dla rozwizania © = (Q, 77) (ustalonego przydziatu operacji do masZypn)
proponowanym nagbujaca metod: wyznaczenia nowego przydzia@'. W grafie G(©)
wyznaczamy drogkrytyczma C(S,C) (jezeli jest wicej niz jedna, to wybieramy dowadn
z nich) oraz obliczamy jej dtugé L(s,c) =C, . (O). Nastpnie, wyznaczamy podziat
drogi na bloki B=[B*,B?,...,B'] oraz zgodnie z (7) zbiér ruch6w ***"(O®).
Korzystajc z (10) wyznaczamyl') ., i wybieramy "najlepszyt-ruch tij (v, ¥(Vv)). Ruch

>0, to w wygenerowanym grafi€s(@")

ten generuje rozwzanie (nowy przydziat operacji do maszyn) z otoaeN(©)
0 najmniejszej wartzi dolnego ograniczenia funkciji celu.

8. Eksperymenty obliczeniowe

Zaproponowana metoda szacowania waitofunkcji celu zostata zastosowana
w algorytmie poszukiwania z zabronienianaliu search dla rozwaanego problemu
gniazdowego z réwnoleglymi miaszynami. Algorytm bigstowany na przykladach
podanych przez Hurink’a [5] i uruchomiony na konmgrae HP xw4600 z procesorem Intel
Core 2 Duo 3.16GHz praagym pod kontral systemu operacyjnego Linux Fedora 12.
Uzyskane wyniki prezentuje Tabela 1.

Tab. 1. Wyniki eksperymentdw obliczeniowych na jtagach Hurink'a [5]

y t [ms] C. o
problem nxm Flex. TS1 T2 TS1 TS2
abz5 10%x10 2 0.1125 0.0139 1146 1181
abz6 10x10 2 0.1581 0.0198 933 952
abz7 20x15 2 0.4001 0.0201 637 641
abz8 20x15 2 0.3221 0.0158 635 640
abz9 20x15 2 0.3743 0.0169 647 656

Poszczegodlne kolumny Tabeli 1. oznagzaj
* Flex. —$rednia liczba maszyn rownolegtych na opegacj
» TS1 — algorytntiabu searcte doktadnie wyznaczarwartacia funkcji celu,
» TS2 — algorytntabu searcte szacowan wyznaczaa wartdcia funkcji celu,
« I — czas dziatania funkcji wyznaczania (lub szacamjawartdgci funkcji celu dla
wszystkich rozwizan generowanych przetz-ruchy,

* C,.x — Wartaé¢ otrzymanej funkcji kryterialnej.

Otrzymane rezultaty pokazijze uzycie modutu szacowania wasth funkcji celu
zamiast wyznaczania jej dokladnej wado skutkuje skroceniem czasu dziatania
algorytmu. Praktycznie nie mazricy w czasie dziatania procedury szacej dla rG@nych
badanych rozmiaréw problemoéw. Zimaos¢ obliczeniowa procedury szacowania jest stata
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O(1). Algorytm TS2 jest szybszy riealgorytm T1 kosztem niewielkiej straty jakm
otrzymanych rozwizan. Eksperymenty obliczeniowe pokazuj ze proponowane
rozwiazanie jest przydatne w rozaglywaniu przyktadow o diych rozmiarach, szczegolnie
przy wysokiej wartosci wskaika Flex.

9. Whnioski

W pracy zaproponowane zostaly teoretyczne metodgoszania wartéci funkcji celu
przy generowaniu otoczenia w problemie gniazdowynrémnolegtymi maszynami.
Podejcie to pozwala znacznie skréciczas dziatania algorytméw przykdinych
rozwigzywania rozwaanego problemu, zachowgj doby jakos¢ otrzymywanych
rozwiazan.
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