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Streszczenie: Celem artykutu jest prezentacja rezultatow Bagaoblemu czasowo-
optymalnego szeregowania zadarozdziatu ograniczonych zasob6w w systemie maszy
réwnolegtych. System ten posiadaréwnoleglych maszyn, na ktérych nalewykona
nzada. Zakladamy,ze wszystkie zadaniag siezalene i liczba zad@ jest weksza od
liczby maszyn. Zakladamy ponadtee wystpuje stalé¢ przydziatu zasobéw do maszyn
podczas wykonywania catego zbioru zad®la zadanej funkcji czasu realizacji zada
sformutowano model matematyczny zagadnienia. Paiieagadnienie to natg do klasy
probleméwNP-zupetnych zaproponowano pewien algorytm heurystyaila rozwizania
postawionego zagadnienia. Zaprezentowano wynikabadmerycznych wykonanych na
bazie podanego w pracy algorytmu heurystycznego.

Stowa kluczowe: systemy maszyn réwnoleglych, szeregowanie zadmzdziat zasobow,
algorytmy heurystyczne.

1. Wstep

Rozwoj réwnolegtych systeméw przetwarzania inforjnapociagnat za soh
intensywny wzrost zainteresowania problematykeregowania zada rozdziatu zasobow.
Szczegoblnego znaczenia nabiera problem minimalizbiegosci uszeregowania zaflana
ma-szynach. Zadania optymalizacji zaréwno dyskietjak i ciaglej naleia do klasy
probleméw bardzo trudnych zaréwno z teoretycznegd, i obliczeniowego punktu
widzenia i najcgsciej naleza do klasy probleméwNP-zupelnych, a wic s dos¢
skomplikowane. Przy rozazywaniu tych probleméw wygpuja istotne trudnéci natury
obliczeniowe;.

Wyniki teorii ztozoncsci obliczeniowej oraz rozmiar probleméw praktyczinyc
w sposéb jednoznaczny elimiquz rozwaan algorytmy dokladne, pozostawiaj do
zastosowania praktycznego jedynie algorytmy heycyste umaliwiajace rozwazanie
postawionych probleméw w krétkim czasie z zadowsaksjdoktadnécia. Fakt ten jest
typowy dla tej klasy problemoéw optymalizacji dystrej i w przypadku, kiedy zatg nam
na krotkim czasie oblice jedynym podediciem jest zastosowanie algorytmow
heurystycznych. Badania nad algorytmami heurystywen dostarczajcymi rozwihzan
zagadnié, w ktorych zastosowanie metod doktadnych jest faldgwne lub wecz
niemazliwe, stanowa jedr z najszybciej rozwijaicych s¢ gakzi nauki [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 2

Celem niniejszej pracy jest znalezienie takiego etegowanian niezalenych
niepodzielnych zadana m maszynach pracagych réwnolegle oraz takiego przydziatu
zasobu podzielnego w sposobagty do tych maszyn, aby minimalizowaczas T,
zakaiczenia wykonywania wszystkich zadeé5posob wykonania zadlakresla niezlzdna
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do tego ilé¢ zasobu. Tematyka ta poruszana hyta we wczéniejszych pracach autora
[22, 23, 24, 25, 26].

W niniejszym artykule zaprezentowano pewien algaryteurystyczny wyznaczgjy
czasowo-optymalne szeregowaniezada niezalenych niepodzielnych i ograniczonej
liczby jednostek zasobu nieodnawialnego podzielnegeposéb eigly do m maszyn
pracujcych réwnolegle. Przedstawiono wyniki badaumerycznych przeprowadzonych na
tym algorytmie dla losowo generowanych danych.

2. Sformutowanie problemu. Model matematyczny zagadenia

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny zawgrgjmaszyny paiczone rownolegle
przedstawiono na rys. 1.

U

> MaszynaM
up

™ MaszynaM,

- : Zbior zasobow
Zbioér zada :
z={1,2,..,n} :> : {1,2,...,N}

U | -

1 MaszynaMy [|®
u

L o] MaszynaMp, |e—"

Rys. 1. System maszyn rownolegtych

Na system maszyn rownolegtych nakladamy¢mgice zataenia:
(i) posiadam réznych maszyrM = {1, 2,...,k,... , m}, na ktorych naley wykon&
n niezalenych zada z={1, 2,.., i,...,n},
(i) zadanie mee by wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego
wykonywania nie mge by przerywane,

(iii) liczba zada do wykonania jest wksza od liczby maszym> m,

(iv) realizacja kadego z zad@ na maszynach musi nggbwa niezwilocznie po
zakaczeniu wykonywania poprzedniego zadania lub gpastw chwili zerowe;j,
gdy zadanie realizowane jest jako pierwsze na jedne@aszyn.

Niech N oznacza globalnilos¢ zasobéw nieodnawialnych, a przegz oznaczmy 4

cze$¢ zasobow, ktére zostamprzydzielonek-tej maszynie w trakcie wykonywania zada
uszeregowanych na tej maszynie. Ograniczenie datgczasobow jest nggiujace:
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m
DucsN, 420, 1sksm (1)
k=1

Czas wykonywania-tego zadania n8-tej maszynie okrdony jest przez nagbujaca
funkcje Ti(uy, K):

T, (U, k) = & +2l, u, 0{12,...N}, 1<sksm 1<i<n @)
k

Parametrygy > 0 i by > 0 charakteryzuji-te zadanie k-ta maszynm.
Nalezy znalezé takie uszeregowanie zadaa maszynach i taki przydziatl ograniczonych
zasobdéw do maszyn rownolegtych, aby minimalizéwazas zakfczenia wykonania catlego
zbioru zada T,

Jezeli oznaczymy przeZ, [ Z zbiér zadé uszeregowanych ratej maszynie, t@,q«
znajdzieny rozwiazujac nasg¢pujacy problem minimalizacyjny:

T =, in_ LQ?(%{Z'E (U, k)} ®
Ograniczenia natmne na rozwizanie tego problemuw sastpujace:

m
() Z.NnZs=¢@ r,s=12...m r#zs, UZk=Z,

k=1
m
i) U=,
k=1
(i) uy, Uy, ...,uy, - catkowite dodatnie.
Dla uproszczenia problemu przyjmiemy najpiet®, zasoby nieodnawialng, u,, ...,
U, S typu chgtego. Przy tym zalgeniu wyznaczymy rozwrzanie optymalne, a naghie

zaokgglimy otrzymane warti zasobow do najhiszych liczb naturalnych.
CzasT,, znajdziemy rozwizujac nas¢pujacy problem minimalizacji dyskretnosgitej:

T =, Min, max {Zﬂ '(uk,k)} 4)

T i0z,

przy nastpujacych ograniczeniach:

() ZnZ,=¢g rs=12..m rzs (JZ,=2
k=1
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m
(i) DUSN: u20 k=12..m
k=1

gdzie: Ti": [o.N]x{12,..m} ~ R* jest rozszerzeniem napuijacej funkji
T, {12 .N}x{12...m} = R j okresione jest przez funkej

b .
'I'i'(uk,k):agk+u—”‘, u, 0O[0N], 1sksm, 1<is<n )

k

Do rozwizania postawionego problemu pomocryitie nastpujacy lemat:
LEMAT 1

Jezeli Uk Zk: K = 12,.... M g rozwigzaniami zadania (4), to:

m
(i) ZUEZN; u >0, k:Z #z@ k=12,...m
k=1
u =0 k:Z,=¢ k=12..m

(ii) ZT,(ULK) =const k:Z,#@ k=12..m
0z

Warunek (i) WLEMACIE 1 oznaczaze w przydziale czasowo-optymalnym zasobow
i zadah do maszyn wykorzystujeesivszystkie jednostki zasobow, a warunek @6,czasy
pracy tych maszyn, na ktérych wykonywangakie$ zadania, sidentyczne.

Zdefiniujmy funkcg F(Zy, Z,, ...,Zy) okrelona dlam zbioréwZy, Z,, ...,Zy,, dla ktérych
zachodzi ograniczenie (i) dla wzoru (4). Waétote] funkcji jest rozwizaniem
nastpujacego uktadu rowna

zbik
Moyt =F(Z,Z5,. 0 Zy)i KiZe#0, k=12,..,m
i0z Uk
k

(6)

m
Zuk=N; u >0, k:zZ,#0, k=12,..,m
k=1

Wykorzystupc LEMAT 1 oraz (6) zadanie minimalizacji (4) oma przedstawi w
nastpujacej postaci:

- 21,200 Zm (7)
przy nastpujacych ograniczeniach:

() Z. nZ,=¢, r,s=12,..m, rzs,
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i Uz=2
k=1

Jeveli 21125 Zn jest rozwizaniem zadania (7), Uk Zk, K = 12,...M, gdzie

b
. SR . k:Zp 2@ 1sksm,
U= FlZ ZoZi)- D & K* & m -

i0Z,

i

0 i k:Zy=¢ 1sksm
jest rozwizaniem zadania (4).
3. Algorytm heurystyczny

Maszyny wchodgce w sktad systemu maszyn réwnolegtychnié sie pod wzgédem
szybkaci wykonywanych zada Na szybké¢ ta wptyw ma ilas¢ zasobdw przydzielonych
poszczegblnym maszynom. Imewej zasobdw zostanie przydzielonykhej maszynie,
tym bedzie ona szybsza.

Zasoby przydzielone zosiajlo maszyn w nagbujacy sposob:
- miarg szybkdci realizacjii-tego zadania przdeta maszyr jest tzw. wspotczynnik
podziatu zasoboys, > 1,

- zakladamyze maszyna najszybsz jest maszyna pierwsza, a masgyn

najwolniejsa jest maszynata,

— maszyniemtej przydzielamyu,, zasob6éw wg nagbujacej zalenosci:

N

m-1
1+ [(m=-K) (3] ®
k=1

Up =

— pozostatym maszynom przydzielamy zasoby wgepagtcej zalenosci:

u, =(m-KkK)CBM,,; k=12..,m-1 9)

Przedstawiony powiej sposdb przydziatu zasobdéw do maszyn wykorzystasganie
w zaproponowanym heurystycznym algorytmie szeregiavaZada na roéwnolegtych
maszynach. Algorytm ten skonstruowany zostat w tdséb,ze najpierw szereguje on
zadania na jednakowych maszynach, tj. takich, doykh przydzielona zostata jednakowa

N
liczba dosgpnych zasobow, czyl Uk =E, k =1, 2, ...,m. Po tym uszeregowaniu

nastpuje zr@nicowanie maszyn pod wzglem liczby przydzielanych im zasobow
i sprawdzenie czy skrocony zostat czas Aakenia wykonywania wszystkich zad8,
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Kolejne
Krok 1.

Krok 2.

Krok 3.

Krok 4.

Krok 5.

Krok 6.

Krok 7.

Krok 8.

Krok 9.

kroki algorytmu heurystycznegg isastpujace:
Oblicz czasy wykonywania zatlaa poszczego6lnych maszynach

— b
Ti (Ug, K) = ay +I, i=1,2,..nk=1,2, ... mdla zadanej wartai
Uy :E i losowo generowanych parametréyy b..

Uszereguj malgco czasy wykonywania poszczegdlnych zaidatworz list L
tych zada.
Oblicz éredni czadl;, wykonywania zadaprzez kada z maszyn wg wzoru:

pRATH
— =l

T, =2 i0z,kOM,u, N
m m

(10)

Uszereguj kolejne zadania z lidtyna pierwszej wolnej maszynie do momentu,
gdy suma czaséw wykonywania zadsszeregowanych na tej maszynie nie prze-
kroczy czasdy, i usui te zadania z listi.

Do maszyny, na ktérej ostatnio bytlo wykonywaneregewanie zada przydziel
zadanie o najdiiszym z czaséw twoszych lise L, ale takie, abydczny czas
wykonywania wszystkich zadauszeregowanych na tej maszynie nie przekroczyt
czasuTg i uswh ostatnio przydzielone zadanie z ligty

Wré¢ do Kroku 5 i powtarzaj ten krok 2 do momentu, gdy nastie L nie
znajdzie si zadne zadanie, ktére spetnialoby warunek postawiwrigroku 5.
Jeeli 1 jeszcze maszyny, na ktérych nie uszeregowatmych zada to wrd
do Kroku 4. W przeciwnym wypadku przejddo Kroku 7.

Pozostate nadcie L zadania uszereguj kolejno na maszynach wg algoriaRiu
(Longest Processing Time) i uste zadania z listiz. Szeregowanie to wykonuga
do momentu wyczerpaniaedisty L.

Oblicz czas zakixzenia wykonywania wszystkich zad#,, dla uszeregowania

zada na maszynach utworzonegakrokach 47 i dla Uk = m-

Dla zadanego wspotczynnila przydziel zasobyy, k=1, 2,...,m poszczegblnym
maszynom wyliczone z zaleosci (8) i (9).

Krok 10. Dla uszeregowania zadl@a maszynach utworzonegoksokach 4+7 i dla licz-

by zasobéwu, przydzielonych maszynom Wroku 9 oblicz czas zakixzenia
wykonywania wszystkich zaddl .

Krok 11. PowtérzKrok 9 i Krok 10 dla nastpnych siedmiu zvekszapcych sg kolejno

wartasci wspotczynnikaB. Po zakéczeniu tych préb przejddo Kroku 12.
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Krok 12. Poréwnaj wartéci czasOw zakiczenia wykonywania zadaT,, z kolejnych
prob i wybierz najkrétszy z tych czasow.

Krok 13. Wyznacz dyskretne ifoi zasobow Uk K= 1,2,...m wedtug zalenosci:

[Uggo J+1i k=12,

Ga(k) = (11)
\_ua(k)J i k=A+1LA+2..,m,

m

gdzie A=N _Z \-UJ J oraza jest permutagj elementow zbioriM={1,2,...,m}
j=1

taky, ze Yo —\_ua@jz Uz ‘\_Ua(z)JZ- -2 Uy ‘\_Ua(njj.

Jezeli istniep takie maszyny, ktérym przydzielono zerowesdiozasobdw, to
przydziel kadej z tych maszyn po jednej jednostce zasobu pajhierje
z kolejnych maszyn poczyr@ od maszyny, ktorej przydzielono nagksz
ilog¢ zasobow.

4. Wyniki badan numerycznych

Przeprowadzono badania numeryczne na bazie preedstgo algorytmu dlasmiu
zwigkszapcych se kolejno wartdci wspotczynnika podziatu zasobg®iz przedziatu [1.5,
3.0, 45, ... , 12.0]. Parametry charakteryzeji-te zadanie ik-ta maszym ay,, b
wylosowane zostaly ze zbioru {3.0, 6.0, ... , 90/zez generator o jednostajnym
rozktadzie prawdopodohistwa. Dla kadej kombinacjin i m wygenerowano 30 instanciji.
Rezultaty analizy poréwnawczej algorytmu heurystygo skonstruowanego dla potrzeb
niniejszej pracy i znanego z literatury algonitT przedstawione zostaty w tab.1.

W tab. 1wystepuja nastpujace wielkaci:
n —liczba zada,
m — liczba maszyn,

Tz:llk —czas zakaczenia wykonywania wszystkich zadze zbioruZ przy wykorzystaniu
algorytmu heurystycznego,

Tzlé'ID(T —czas zakaczenia wykonywania wszystkich zadae zbioruz przy wykorzystaniu

algorytmuLPT,
A" _grednia procentowa poprawa czaTz';k w stosunku d-|_zLa'f<T :
TLPT _H
AH — _zak zak 100
TH ,
zak

S' —séredni czas obliczedla algorytmu heurystycznego,
SPT— $redni czas obliczedla algorytmu_PT.
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Tab. 1. Wyniki analizy poréwnawczej algorytmu hesiygznego i algorytmu LPT

Liczba instancji, dla ktorych: M g gPT
n/m
TASTST | TATE | ThoTsr | % | sek | sek
25/4 15 1 14 2,4 2,6 2,1
25/8 16 1 13 2,8 2,8 2,3
25/12 15 2 13 3,5 4,3 3,6
25/16 16 2 12 3,7 4,8 4,3
25/20 17 1 12 3.9 59 54
50/4 15 0 15 19 2,8 2,4
50/8 16 2 12 2,8 3,9 3,4
50/12 17 1 12 3,9 4,8 3,7
50/16 17 2 11 4,9 6,7 54
50/20 18 1 11 53 7,9 5,7
75/4 14 2 14 2,9 3,8 3,4
75/8 16 0 14 3,1 6,5 5,8
75/12 17 2 11 3,8 7,4 6,4
75/16 18 1 11 4,9 8,8 7,6
75/20 19 0 11 54 9,8 8,5
100/4 15 2 13 2,8 5,7 51
100/8 16 1 13 35 6,8 6,1
100/12 18 2 10 3,9 8,8 7,6
100/16 19 2 9 53 9,7 8,8
100/20 21 1 8 7,4 11,8 10,7

5. Podsumowanie
Przedstawione w poprzednim rozdziale eksperymerilczeniowe wykazaty,ze

jakos¢ szeregowania zaflana réwnoleglych maszynach na bazie zaproponowanego
w pracy algorytmu heurystycznego ulegta poprawiestosunku do szeregowania za
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pomoea znane-go z literatury algorytmuPT. Kilkuprocentowa poprawa CZ&Sngk

w stosunku dCTzlélf(T maoze by zaclketa do dalszych prac nad efektywnymi algorytmami
heurystycznymi.

Zastosowanie podanego w pracy algorytmu letycynego jest wskazane przede
wszystkim dla systeméw produkcyjnych ozdj liczbie zada, gdyz wowczassrednia
procentowa poprawA” jest najwiksza. Zaproponowany algorytm geoshey¢ zaréwno
do rozdziatu operacji na stanowiska produkcyjne eggone w odpowiednie maszyny
w dyskretnych systemach produkcyjnych, jak i do regewania programow
w wieloprocesorowych systemach komputerowych.
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