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Streszczenie: Artykul dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydzialu zasobu po-
dzielnego w sposob ciagly i n zadan do m maszyn rownolegtych. Zatozono, ze zadania sg
niezalezne i niepodzielne. Dla zadanej funkcji czasu realizacji zadan sformutowano model
formalny zagadnienia i zaproponowano pewien algorytm heurystyczny wyznaczajacy
czasowo-optymalne szeregowanie zadan i przydzial zasobow do maszyn réwnolegtych.
Przed-stawiono wyniki eksperymentéw obliczeniowych przeprowadzonych na tym
algorytmie.
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1. Wstep

Odczuwalny od wielu lat gwaltowny rozwdj rownoleglych systemow przetwarzania
informacji pociggnat za sobg potrzebg rozwigzywania problemoéw czasowo-optymalnego
szeregowania zadan i rozdziatu zasobow [1, 2, 3, 4, 5]. Znaczenie praktyczne
rozwigzywania tych problemow jest bezsporne w wielu dziedzinach zycia. Problemy te
mogg by¢ zwigzane przyktadowo ze sterowaniem procesem produkcyjnym, wyznaczaniem
kolejnych etapéw montazu urzadzen, harmonogramowaniem zadan transportowych, itp.

Zadania optymalizacji zarowno dyskretnej, jak i cigglej naleza do klasy probleméw
bardzo trudnych zaréwno z teoretycznego, jak i obliczeniowego punktu widzenia i
najczeSciej naleza do klasy probleméw NP- zupelnych [6, 7, 8]. Doswiadczenia z
podejmowania prob optymalizacji tego typu probleméow wskazuja na mozliwo$é
osiagniecia ta droga znacznych efektow ekonomicznych. Istnieje wigc pilna potrzeba
prowadzenia badan w tym zakresie i to zarowno podstawowych, jak i stosowanych.

W systemach maszyn réwnolegltych spotykamy si¢ z szeregowaniem zadan na
maszynach oraz przydziatem zasobow do maszyn. Przy rozwigzywaniu tych probleméw
wystepuja istotne trudno$ci natury obliczeniowej w zwigzku z czym eliminuje si¢ z
rozwazan algorytmy doktadne, pozostawiajac do zastosowania praktycznego jedynie
algorytmy heurystyczne umozliwiajace rozwigzanie postawionych probleméw w krotkim
czasie z zadowalajaca doktadnoscia [9, 10, 11].

W niniejszym artykule przedstawiono pewien algorytm heurystyczny wyznaczajacy
czasowo-optymalny rozdzial » zadan niezaleznych niepodzielnych i N jednostek zasobu
nieodnawialnego podzielnego w sposob ciggly do m maszyn pracujgcych réwnolegle.
Przedstawiono wyniki eksperymentow obliczeniowych przeprowadzonych na tym algo-
rytmie dla losowo generowanych danych.
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2. Sformulowanie problemu

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny zawierajacy maszyny potaczone roéwnolegle
przedstawiony na ponizszym rysunku:
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Rys. 1. System maszyn réwnolegtych

Na system maszyn rownolegtych naktadamy nastepujace zatozenia:
(i) posiada m réznych maszyn M = {1, 2...., k,... , m}, na ktorych nalezy wykonac n
niezaleznych zadan Z= {1, 2,..., i,..., n},
(i) zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego
wykonywania nie moze by¢ przerywane,
(iii) liczba zadan do wykonania jest wicksza od liczby maszyn n > m,

(iv) realizacja kazdego z zadan na maszynach musi nastgpowaé niezwlocznie po
zakonczeniu wykonywania poprzedniego zadania lub nastapi¢ w chwili zerowej,
gdy za-danie realizowane jest jako pierwsze na jednej z maszyn.

Niech N oznacza globalng ilo$¢ zasobow nieodnawialnych, a przez u; oznaczmy ta

cze$¢ zasobow, ktore zostang przydzielone k-tej maszynie w trakcie wykonywania zadan
uszeregowanych na tej maszynie. Ograniczenie dotyczace zasobow jest nastgpujace:

"
Dup SN, %20, 12k<m
k=l
Czas wykonywania i-tego zadania na k-tej maszynie okreslony jest przez nastgpujaca
funkeje Ti(uy, k):
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(1)

Parametry a;; > 0 i by, > 0 charakteryzuja i-te zadanie i k-ta maszyne.

Nalezy znalez¢ takie uszeregowanie zadan na maszynach i taki przydziat ograniczonych
zasobow do maszyn rownolegtych, aby minimalizowaé czas zakonczenia wykonania catego
zbioru zadan T,,.

3. Model formalny zagadnienia

Jezeli oznaczymy przez Z, — Z zbidr zadan uszeregowanych na k-tej maszynie, to 7T,
znajdziemy rozwigzujac nastepujacy problem minimalizacyjny:

L = H |.
Taak zt; ma‘?JZTIH M

] - 1._?"‘
T li=Z,

2

Ograniczenia natozone na rozwigzanie tego problemu sg nastgpujace:

e
(i) Z,mEZ. =g ros=12_m r=s UE‘ =2,
Fel
e
{ii} Z uz = IV,
k=l

(111} 21, 23, ..., Mw - catkowite dodatnie.

Dla uproszczenia problemu przyjmiemy najpierw, ze zasoby nieodnawialne u, uy, ...,
u,, s3 typu cigglego. Przy tym zatozeniu wyznaczymy rozwigzanie optymalne, a nastgpnie
zaokraglimy otrzymane wartos$ci zasobow do najblizszych liczb naturalnych.
Czas T, znajdziemy rozwigzujac nastepujacy problem minimalizacji dyskretno-ciaggtej:

- |.
Tzat = 2Ly 2, 1% 8m i ZT (2. k) (3)
L, L, i=Z

.u, _.

przy nastgpujacych ograniczeniach:

(i) Z,mEZ. =¢; rs=12_m, r=3 UE__-‘_=

g
(i) Dup SN w20, k=12..m,

fml
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, . &,
N kl=a, +— LN, 1=2k=m, 1=2i=
u kl=a, + o u, [I}_ ‘-f]_ 12kZm, 1£ifn )

k

Do rozwigzania postawionego problemu pomocny bedzie nastepujacy lemat:

LEMAT 1
Jezeli uz, ZZ, k =1,2,...,m sa rozwigzaniami optymalnymi zadania (3), to:

"
(i) Zu: = N; 1.::: =0, ,cz: g k=12__ m

k=l
u, =0, k:Z;=¢ k=12_.m
i) > L(up. k) =comst, k:Zi#d, k=12..m.
i'cz.-:

Warunek (i) w LEMACIE 1 oznacza, ze w przydziale czasowo-optymalnym zasobow
i zadan do maszyn wykorzystuje si¢ wszystkie jednostki zasobow, a warunek (ii), ze czasy
pracy tych maszyn, na ktorych wykonywane sa jakies$ zadania, sg identyczne.

Zdefiniujmy funkcj¢ F(Zy, Z,, ..., Z,,) okreslong dla m zbiorow 7, Z,, ..., Z,,, dla ktérych
zachodzi ograniczenie (i) dla wzoru (3). Warto$¢ tej funkcji jest rozwigzaniem
nastepujacego uktadu rownan:

[ > by
S ap+ 2 - F(Z.Z,. .. Z,) k:Z, =@ k=12 _.m
{ieZ, (3)

Wykorzystujac LEMAT 1 oraz (5) zadanie minimalizacji (3) mozna przedstawi¢ w nas-
tepujacej postaci:

T, -=z:_£1.jn_z FlZy,Eq0n £y ), o

przy nastgpujacych ograniczeniach:
i Z I =¢, rs=120.__m, r=s
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Jezeli Zl*, Z;,..,Z; jest rozwigzaniem zadania (6), to uZ, Z,t, k=12,....m, gdzie:

jest rozwigzaniem zadania (3).
4. Algorytm heurystyczny

Maszyny wchodzace w sktad systemu maszyn réwnolegtych rdznig si¢ pod wzgledem
szybkosci wykonywanych zadan. Na szybkos¢ ta wptyw ma ilos¢ zasobdw przydzielonych
poszczegdlnym maszynom. Im wigcej zasobow zostanie przydzielonych k-tej maszynie,
tym bedzie ona szybsza.

Zasoby przydzielone zostaja do maszyn w nastepujacy sposob:
— miarg szybkoSci realizacji i-tego zadania przez k-ta maszyne jest tzw. wspotczynnik
podziatlu zasobow S; > 1,

— zakladamy, ze maszyna najszybsza jest maszyna pierwsza, a maszyng

najwolniejsza jest maszyna m-ta,

— maszynie m-tej przydzielamy u,, zasobéw wg nastgpujacej zaleznosci:

N

Upm = m-1

1+ [(m=K)- B] ®)

fml

—  pozostalym maszynom przydzielamy zasoby wg nastepujacej zaleznosci:
up =(m—k)- F-u,; f{=1:l:...:m—1_ (9)

Przedstawiony powyzej sposob przydzialu zasobow do maszyn wykorzystany zostanie
w zaproponowanym heurystycznym algorytmie szeregowania zadan na rownoleglych
maszynach. Algorytm ten skonstruowany zostat w taki sposdb, ze najpierw szereguje on
zadania na jednakowych maszynach, tj. takich, do ktorych przydzielona zostata jednakowa

N
liczba dostepnych zasobow, czyli wu, =—,k=12,...m(Kroki 4+11). Po tym
m

uszeregowaniu nastgpuje zréznicowanie maszyn pod wzgledem liczby przydzielanych im
zasobOow 1 sprawdzenie czy skrocony zostal czas zakonczenia wykonywania wszystkich
zadan T, (Kroki 12+15).

Algorytm heurystyczny wyznaczajacy czasowo-optymalne szeregowanie zadan
niezaleznych na maszynach rownoleglych ma nastepujaca postac:
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Krok 1. Oblicz czasy wykonywania zadan na poszczegdlnych maszynach

b
T(u,,k)=a, +—% i=1,2,..,n, k= 1,2, .., mdlalosowo generowanych
uk
. . . L. N
parametrow ay, by i zadanej wartosci u;, = —.
m

Krok 2. Uszereguj malejaco czasy wykonywania poszczego6lnych zadan i utworz liste L
tych zadan.

Krok 3. Oblicz $redni czas Ty, wykonywania zadan przez kazda z maszyn wg wzoru:

i . N .
: icZ keM u, =—
m m

L]
> Tilu. k)
T. = fml
Krok 4. Przydzielaj kolejno najdtuzsze i najkrétsze zadania z listy L do pierwszej wolnej
maszyny az do momentu, gdy suma czaséw wykonywania zadan przydzielonych
tej maszynie nie przekroczy czasu Ty,. Przydzielone zadania usun z listy L.

Krok 5. Jezeli sa jeszcze maszyny na ktorych nie uszeregowano zadnych zadan to wré¢ do
Kroku 4. W przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 6.

Krok 6. Przydzielaj kolejno najkrétsze zadania z listy L do kolejnych maszyn od pierwszej
poczynajac a na m-tej konczac az do momentu, gdy suma czasow realizacji zadan
przez kolejne maszyny nie przekroczy czasu Ty,. Przydzielone zadania usun z listy
L.

Krok 7. Jezeli lista L nie zostala jeszcze wyczerpana to pozostate zadania przydziel do
maszyn wg algorytmu LPT.. W przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 8.

Krok 8. Oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan T, dla uszeregowania
zadan na maszynach utworzonego w Krokach 4+7 idla u;, = —.
m

Krok 9. Oblicz sumaryczne czasy wykonywania zadan uszeregowanych na
poszczegolnych maszynach.

Krok 10. Usun najkrotsze zadanie z maszyny o najdluzszym sumarycznym czasie
wykonywania zadan i przydziel je do maszyny o najkrotszym sumarycznym
czasie wykonywania zadan.

Krok 11. Oblicz czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan T, po zamianie zadan
w Kroku 10. Jezeli czas ten ulegnie skroceniu, to wro¢ do Kroku 9. W
przeciwnym wypadku anuluj ostatnio wykonang czynno$¢ w Kroku 10 i
zakoncz szeregowanie zadan na maszynach.

Krok 12. Dla zadanego wspotczynnika S  przydziel zasoby u;, k& = 1, 2,..., m
poszczegolnym maszynom wyliczone z zaleznosci (8) i (9).

Krok 13. Dla uszeregowania zadan na maszynach utworzonego w Krokach 4+11 i dla
liczby zasobow u; przydzielonych maszynom w Kroku 12 oblicz czas
zakonczenia wykonywania wszystkich zadan 7.
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Krok 14. Powtorz Krok 12 i Krok 13 dla nastgpnych siedmiu zwigkszajacych si¢ kolejno
warto$ci wspotczynnika f. Po zakonczeniu tych prob przejdz do Kroku 15.

Krok 15. Porownaj wartosci czasow zakonczenia wykonywania zadan 7., z kolejnych
prob i wybierz najkrotszy z tych czasow.

Krok 16. Wyznacz dyskretne ilosci zasobow #,,,,k =1,2,...,m wedtug zaleznosci:

\_urz(k)J-i_ I, k=12,...A,

ak) =
Lutz(k)J k=A+LA+2,...,m,
gdzieA=N — ZI_”,J oraz o jest taka permutacja elementow zbioru M = {1, 2, ... , m}, ze
j=1

Uy — Lua(l)JZ Uyoy — |_”o:(2>J2 .z Upimy — |_ua(m)J'

Jezeli istniejg takie maszyny, ktérym przydzielono zerowe iloéci zasobow, to przydziel
kazdej z tych maszyn po jednej jednostce zasobu pobierajac je z kolejnych maszyn
poczynajac od maszyny, ktorej przydzielono najwigksza ilo§¢ zasobow.

5. Wyniki eksperymentéw obliczeniowych

Na bazie przedstawionego w poprzednim punkcie pracy algorytmu heurystycznego
przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe. Algorytm wykonuje za kazdym razem osiem
prob znalezienia najlepszego, z punktu widzenia czasu realizacji zbioru zadan, rozwigzania.
Po wykonaniu serii prob z ré6znymi warto§ciami wspolczynnika podziatu zasobow p,
poréwnywane sa ze soba czasy realizacji zbioru zadan i wybierany jest najkrotszy z nich.

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono dla o$Smiu zwigkszajacych si¢ kolejno
warto$ci wspotczynnika podzialu zasobow S ze zbioru {4, 8, ... , 32}. Parametry ay, by,
charakteryzujace i-te zadanie i k-tg maszyng wylosowane zostaty ze zbioru {5, 10, ..., 50}
przez generator o jednostajnym rozktadzie prawdopodobienstwa.

Obliczenia przeprowadzono dla zadanej liczby zadan n = 40, 80, 120, 160, 200, liczby
maszyn m =5, 10, 15, 20, 25 oraz dla ograniczonej liczby zasobow N = 10.000. Dla kazde;j
kombinacji n i m wygenerowano 40 instancji. Nastepnie dokonano analizy poréwnawczej
zaproponowanego w pracy algorytmu heurystycznego ze znanym z literatury algorytmem
LPT (Longest Processing Time). Rezultaty tej analizy zostaly przedstawione w Tabeli 1.

Tab. 1.Wyniki analizy porownawczej algorytmu heurystycznego i algorytmu LPT

Liczba instancji, dla ktérych: A s GLPT
n/m : S
Lo<T.'| Ta=Tu' | Ta>Ta | 7 sek sek
40/5 20 1 19 2,4 2,7 2,2
40/10 22 0 18 2,7 2,9 2,5
40/15 21 2 17 34 42 3,8
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40/20 23 15 3,7 49 43
40/25 24 13 3,9 6,3 5.9
80/5 21 18 2,0 2,9 2.3
80/10 22 18 2,7 3,8 3,4
80/15 23 17 3,8 5.1 42
80/20 24 14 49 6,7 5.8
80/25 25 12 5.3 8,4 6,7
120/5 22 17 2,9 4,1 3,7
120/10 23 16 3,1 6,8 5.9
120/15 24 15 3.8 7.9 6.8
120/20 25 13 4.9 8,9 7,6
120/25 26 13 5.7 9,9 8,6
160/5 22 18 2,9 5,9 5.2
160/10 23 16 3,2 6,7 6,2
160/15 23 15 3.8 9,2 8,4
160/20 25 14 4,7 10,2 9,3
160/25 26 13 6,3 12,8 10,9
200/5 22 17 2,9 6.3 5.7
200/10 23 15 3,3 6.9 6.2
200/15 25 13 3,9 9,1 8,2
200/20 26 12 5.2 10,5 9,6
200/25 27 10 6,9 12,6 11,4

W Tab.1 wystepuja nastepujace wielkosci:
n — liczba zadan,
m — liczba maszyn,

H . . . , .
Tk — czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru Z przy
wykorzystaniu algorytmu heurystycznego,
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LPT . . . .
Tk — czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan ze zbioru Z przy
wykorzystaniu algorytmu LP7,

H . H LPT
A" _ ¢rednia procentowa poprawa czasu za w stosunku do Tzak :
LFT H
TLPT _rH _
J_H = Zax Tai II}I} E’D
H :
T oa

S" — éredni czas obliczen dla algorytmu heurystycznego,
S*”T_ $redni czas obliczen dla algorytmu LPT.

6. Uwagi koncowe

Przedstawione w poprzednim punkcie eksperymenty obliczeniowe wykazaly, ze jako$¢
szeregowania zadan na roéwnoleglych maszynach na bazie zaproponowanego w pracy
algorytmu heurystycznego uleglta poprawie w stosunku do szeregowania za pomoca

znanego z literatury algorytmu LPT. Kilkuprocentowa poprawa czasu - zlek w stosunku do

Tt moze by¢ zacheta do dalszych prac nad efektywnymi algorytmami heurystycznymi.

Zastosowanie podanego w pracy algorytmu heurystycznego jest wskazane przede
wszystkim dla systeméw produkcyjnych o duzej liczbie zadan, gdyz wéwczas $rednia pro-
centowa poprawa A” jest najwicksza. Zaproponowany algorytm moze stuzyé zaréwno do
rozdzialu operacji na stanowiska produkcyjne wyposazone w odpowiednie maszyny
w dyskretnych systemach produkcyjnych, jak 1 do szeregowania programow
w wieloprocesorowych systemach komputerowych.
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