HARMONOGRAMOWANIE CYKLICZNE W PRZEPLYWOWYCH
SYSTEMACH PRODUKCYJNYCH

Jarostaw PEMPERA

Streszczenie: W pracy rozwazany jest cykliczny problem przeplywowy z ograniczong
pojemnoscig buforéw. Zaproponowano model grafowy oraz sformutowano i udowodnionio
szereg wlasno$ci problemu, ktore opieraty si¢ na analizach dlugosci drog w tym grafie.
Wiasnosci zostaty wykorzystane do konstrukcji efektywnej metody wyznaczania czasu
cyklu.

Stowa kluczowe: problem przeptywowy, harmonogramowanie cykliczne, modelowanie
matematyczne.

1. Wprowadzenie

Harmonogramowanie cykliczne jest jednym z najefektywniejszych sposobow
planowania w systemach transportowych oraz planowania operacyjnego w systemach
wytwarzania. W systemach transportowych dominuje w obszarach zwigzanych
z przewozem osOb: transport kolejowy, transport miejski, migdzymiastowy transport
autobusowy. Transport cykliczny wystgpuje rowniez w systemach cyklicznego
zaopatrywania punktow dystrybucji np. w produkty zywnoSciowe lub materiaty
eksploatacyjne. W przypadku systemow wytwarzania, harmonogramowanie cykliczne
pozwala na produkowanie w regularnych odstgpach czasowych mieszanki produktow
odpowiadajacej zapotrzebowaniu na produkty. Wplywa to korzystnie zarowno na poziom
zapasOw w przedsigbiorstwie jak roéwniez na poziom zapaséw w punktach dystrybucji. Ma
to szczegolne znaczenie w przypadku produktow o ograniczonym terminie przydatnosci,
fatwo psujace;j si¢ lub wysoko ocenianej z punktu widzenia §wiezosci zywnosci.

W przeptywowych systemach produkcyjnych produkcja zorganizowana jest w postaci
linii produkcyjnej. Kazda maszyna (gniazdo jednorodnych maszyn) odpowiedzialna jest za
wykonanie jednego etapu produkcyjnego. W rzeczywistych systemach przeptywowych
oprocz ograniczen technologicznych oraz zwigzanych w ograniczong przepustowoscig
maszyn wystepuja najczesciej dodatkowe ograniczenia. W przemysle chemicznym oraz
metalurgicznym najczes$ciej spotykanym ograniczeniem jest ograniczenie zwigzane
z brakiem mozliwosci lub  limitowanym oczekiwaniem zadan w  buforach
migdzystadialnych. Wymuszone jest to przestrzeganiem technologicznych rygorow
czasowych podczas przetwarzania produktow o dynamicznie zmieniajacych si¢
wiasciwosciach chemicznych i fizycznych.

Kolejnym ograniczeniem wystepujacym w wielo asortymentowej produkcji cechujacej
elastyczne systemy produkcyjne sg przezbrojenia maszyn. Przezbrojenia maszyn polegaja
na wymianie narz¢dzi roboczych, zmianie ustawiania maszyn produkcyjnych lub
wymianie zasobnikéw z materiatami uzywanymi do produkcji. W kazdym z tych
przypadkow konieczne jest wstrzymanie obrobki na maszynie na okreslony czas.

Jednym =z najistotniejszych czynnikow wplywajacych na wydajnos¢ oraz koszty
produkcji jest logistyka, ktora odpowiedzialna jest za transport i magazynowanie
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surowcoOw, materialdw oraz produktow wewnatrz systemu produkcyjnego. Obstuga
logistyczna  wymaga z reguly wykwalifikowanych operatorow. We wspoétczesnych
systemach produkcyjnych, w pelni zautomatyzowanych transport produktow realizowany
jest najczgsciej przy uzyciu robotow mobilnych Iub stacjonarnych. Ponadto stosuje si¢
zautomatyzowane urzadzenia buforowe. Zastosowanie w pelni zautomatyzowanych linii
produkcyjnych  wymaga opracowania harmonograméw  wykonywania  operacji
technologicznych uwzgledniajacych ograniczenia technologiczne, ograniczenia dostgpu do
maszyn oraz ograniczenia logistyczne. W pracy rozwazane sa trzy warianty
permutacyjnego problemu przeptywowego roznigce si¢ pojemnoscia buforow: (i) bez
buforéw, (i7) ograniczona pojemnos¢ bufordw, (iii) nicograniczona pojemno$¢ buforow.

2. Harmonogramowanie w systemie przeplywowym

W przeptywowym systemie produkcyjnym park maszynowy sklada si¢ z m maszyn ze
zbioru M={1,...,m}. Maszyny rozmieszczone sa szeregowo, przy czym kazda maszyna
odpowiedzialna jest za wykonanie okreslonego etapu produkcyjnego. W systemie
produkcyjnym nalezy wykona¢ n zadan ze zbioru J={l,...,n}. Kazde zadanie jeJ
wykonywane jest kolejno na wszystkich. Czas wykonania zadania jeJ na maszynie ke M
wynosi p;>0. Pomigdzy maszyna k oraz k+1, k, k+1€ M znajduje si¢ bufor o pojemnosci by
(b=0 dla wariantu (i), b;<oo dla wariantu (i), b;=c0 dla wariantu (iif)). W dowolnej chwili
maszyna moze wykonywa¢ co najwyzej jedno zadanie oraz w dowolnej chwili zadanie
moze by¢é wykonywane tylko na jednej maszynie. W systemach produkcyjnych
z ograniczong pojemnoscig buforow moze nastgpi¢ efekt blokowania maszyn. Maszyna
jest blokowana (produkt znajduje si¢ w przestrzeni roboczej maszyny) w momencie gdy
skonczy si¢ obrobka zadania oraz bufor wejSciowy nastgpnej maszyny jest pelny.

Harmonogramowanie zadan w systemie produkcyjnym polega na okresleniu
momentow rozpoczegcia 1 zakonczenia wszystkich czynnosci technologicznych i
logistycznych. Niech Cj (Si) bedzie momentem zakonczenia (rozpoczecia) wykonywania
zadania jeJ na maszynie k € M. Dodatkowo przez C'; oznaczymy moment zwolnienia
maszyny k, keM przez zadanie j, jeJ. Dla dowolnej permutacji zell, gdzie IT jest
zbiorem wszystkich permutacji zbioru J, dopuszczalny harmonogram wykonywania zadan
okre$lony przez momenty Sy, Cy, C'y, j€J, ke M musi spetnia¢ opisane wyzej ograniczenia
co formalnie mozemy opisa¢ przy pomocy zestawu rownan i nieréwnosci (1)—(5).

Sik=20, jed, keM, (1
Civ=Siktpik, jeJ, keM, )
Ciw2Cig, jed, keM, 3)
Si= Cligorsj=1,..n,k=2,...m, 4
Seir k= Catotyknf=2,..n, k=1,...m, (5)

Ograniczenie (1) kotwiczy harmonogram w momencie 0. Ograniczenie (2) wigze
moment rozpoczecia i zakonczenia wykonywania operacji. Kolejne ograniczenie (3)
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oznacza, ze moment zwolnienia maszyny przez operacj¢ nie moze by¢ wczesniejszy od
momentu zakonczenia. Nierowno$¢ (4) oznacza, ze rozpoczgcie wykonywania zadania na
maszynie moze rozpocza¢ si¢ najwczesniej w momencie zwolnienia poprzedniej w ciggu
technologicznym maszyny. Dla zadanej kolejnosci wykonywania zadan na maszynach 7,
zadanie 7(j) stojace na pozycji j w permutacji 7 moze rozpoczaC si¢ na maszynie k, ke M
dopiero po zwolnieniu maszyny przez poprzednie zadanie w tej kolejnosci (5).

Jak wspomniano wcze$niej moment zwolnienia C'; maszyny k przez zadanie j zalezy
od momentu, w ktorym dostgpne jest miejsce w buforze. W przypadku systemu
przeptywowego z niecograniczong pojemnoscig buforéw (wariant (ii)) wolne miegjsce
w buforze dostepne jest w kazdym momencie, zatem moment zwolnienia maszyny jest
réwnoczesny momentowi zakonczenia realizacji zadania na maszynie, tj. C'3=Cjy.

Zatem w tym przypadku nierownosci (4) 1 (5) mozemy zastgpi¢ nierownosciami:

AS"/"](Z Cj,k,l,j=l,...n,k=2,...m, (6)

S,;(,')qu C,,(,»fl),k,j=2,...n,k=l,...m, (7)

Skrajny przypadek, w ktérym pomigdzy maszynami nie ma buforow (wariant (7))
powoduje blokowanie maszyny k przez zadanie a(j) az do chwili rozpoczgcia
wykonywania zadania 7(j—1) poprzedzajacego to zadanie na maszynie nastgpnej k+1, tj.
C' wjk = Saj-1) 1. Nierownosci (4) i (5) przyjmuja postac:

AS"/"](Z Cj,k,l,j=l,...n,k=2,...m, (8)
S,,(,»),kz S,,(,»,l),k+1,j=2,...n,k=l,...m—l, (9)
Sﬁ(f)qkz Cﬁ(f*l)qkajzza"'na kzla"'ma (10)

W przypadku buforéw o ograniczonej pojemnosci (wariant (if)), w chwili rozpoczecia
wykonywania zadania () na maszyniec £k w buforze moze znajdowac si¢ co najwyzej by
zadan. Bufor jest dostepny dla zadania n(j) najwcze$niej w momencie Sy;1-p 415 .
w chwili opuszczenia urzadzenia buforujacego i1 rozpoczecia wykonywania zadania
7(j—1—b;) na maszynie k+1. Zatem, nierownosci (4) i (5) przyjmuja postaé:

AS"/"](Z Cj,k,l,j=l,...n,k=2,...m, (11)
Sﬂ'(/'),kz S,,(/,l,bk)qk+1,j=2+bk,...n, k:l,m_l, (12)
Sz)kZ Ca-1).5 =250, k=1,...m, (13)

Harmonogramowanie zadan w przeptywowych systemach produkcyjnych jest obiektem
badan naukowcoéw od 50. lat ubiegltego wieku. Najwiecej prac poswigconych jest
problemowi przeptywowemu z nicograniczong pojemnoscig buforow. Do najistotniejszych
prac poswieconych problemowi przeptywowemu bez buforéw oraz z buforami
0 ograniczonej pojemnosci mozemy zaliczy¢ prace [1—5].

W ogdlnym przypadku w problemie przetywowym kolejnos¢ wykonywania zadan na
kazdej z maszyn moze by¢ inna. Nie mniej w literaturze najczgséciej rozpatruje si¢
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przypadek szczegdlny jakim jest permutacyjny problem przeptywowy, w ktérym kolejnosé
wykonywania zadan na wszystkich maszynach jest jednakowa. Tego typu systemy
przeplywowe najczesciej spotykane sa w praktyce ze wzgledu na stosunkowo proste
sterowanie oraz niewielkie skomplikowanie techniczne wurzadzen buforujacych
i transportujacych. Ponadto w pracy [6] pokazano, ze w przypadku problemu
przeptywowego bez buforéw, rozwigzania dopuszczalne znajduja si¢ w klasie rozwigzan
permutacyjnych.

W cyklicznych systemach produkcyjnych, wykonywanie okre§lonego zbioru operacji
powtarzane jest nieskonczenie wiele razy (w praktyce wielokrotnie). Celem
harmonogramowania cyklicznego jest znalezienie harmonogramu dopuszczalnego
(spetniajacego wszystkie ograniczenia systemu produkcyjnego), w ktorym wszystkie
zdarzenia w systemie (momenty rozpoczgcia i zakonczenia operacji, momenty zwolnienia
buforéw, itd.) dotyczace dwodch sgsiadujacych zbioréw operacji oddalone sg o staty okres
czasu 7. Okres T nazywamy czasem cyklu.

Kolejnos¢ wykonywania zadan na maszynach dla systemu cyklicznego obejmujacego
z—cykli, mozemy opisa¢ przy pomocy permutacjii o=(a(l),...,a(zn)), gdzie
a(i+(r-n))=n(i), i=1,...n, r=1,..,.z oraz = jest permutacja okreslajacg kolejnos¢
wykonywania pojedynczego zbioru zadan. Harmonogram cykliczny, dla systemu
przeplywowego z nieograniczong pojemnoscia buforow musi spelnia¢ ograniczenia
wynikajace z procesu produkcyjnego (14—16) oraz omowiong cech¢ harmonogramu
cyklicznego (17).

Se2 0,7=1,...zn, k=1,...,m, (14)
St e Syt tpy =1, zn, k=2, ..., m, (15)
Syt e Syt P11k J=2,..zn, k=1,...,m, (16)
St Spj-m it T, j= n+l,. . zn, k=1,...,m. (17)

W celu uproszczenia notacji indeksy dolne w postaci a(x) skrocono do postaci [x], zatem
Six (P oznacza moment rozpoczecia (czas wykonania) zadania stojacego na pozycji j
W permutacji « na maszynie k.

Nieréownosci (14—16) wynikaja bezposrednio z przeksztatcen nieréwnosci (1-5) oraz
(6) 1 (7). System z ograniczong pojemnoscig bufor6w wymaga spetnienia ograniczenia

SU],kZS[/fl—bk],k,jzz‘i'bk, ...Zn, k=1 yeen ,m—l , (18)
ktore dla systemu bez magazynowania przyjmuje forme
SU],kZSU71],k,j=2,...Zn,k=l,...,m—l, (19)

Wyznaczenie czasu cyklu dla zadanej kolejnosci wykonywania zadan polega na
wyznaczeniu minimalnej warto$ci 7 dla ktdrej spetnione sg w/w ograniczenia, natomiast
optymalizacja polega na znalezieniu kolejnosci wykonywania zadan dla ktorych czas cyklu
jest najkrotszy.
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3. Metody wyznaczania czasu cyklu

Istnieje kilka sposobow wyznaczenia czasu cyklu w systemie cyklicznym roznigcych
si¢ zlozonoéciga obliczeniowg. Najbardziej og6élng jest metoda Howarda [7]
o pseudowielomianowe]j ztozonosci obliczeniowej. W pracy [8] pokazano, ze problem
wyznaczenia cyklu dla problemu przeplywowego bez magazynowania mozna sprowadzi¢
do problemu wyznaczenia minimalnego przeplywu w sieci, ktory mozna wyznaczy¢
w czasie O(n*m’) zmodyfikowanym algorytmem z pracy [9].

Czas cyklu mozna réwniez wyznaczy¢ przy pomocy wyszukiwania binarnego po 7'
w odpowiednio skonstruowanym gafie cylindrycznym. Sposob konstruowania takiego
grafu dla problemu gniazdowego, ktéry mozna w tatwy sposob zastosowa¢ w przypadku
systemow przeptywowych z nieograniczong pojemnoscia buforow oraz bez buforow,
przedstawiono w pracy [10]. Sprawdzenie dopuszczalnoéci T odbywa si¢ w czasie O(n’m?)
algorytmem Bellmana—Forda.

W przypadku problemu bez magazynowania czas ten mozna skrocié¢ do O(nm?) [11].
Wymienione metody wymagaja konstrukcji modeli grafowych lub sieciowych. Jest to jedna
z niekorzystnych cech tych metod, poniewaz w przypadku niektérych systemow
produkcyjnych konstrukcja takich modeli moze by¢ bardzo trudna Iub niemozliwa.

4. Model grafowy

Dla danej kolejnosci wykonywania zadan a w cyklicznym systemie przeplywowym
definiujemy graf G(a)=(V,E) ze zbiorem weztow V oraz zbiorem skierowanych tukow E.
Zbior weztow V={(0,0)}UN sklada si¢ ze zbioru N={1,...zn}x{l,...m} wezlow
reprezentujacych operacje oraz fikcyjnego wezta (0,0). Wezet (j,k)eN reprezentuje
operacj¢ zadania stojacego na pozycji j w permutacji o wykonywang na maszynie & i jest
obcigzony waga pp. Wezel (0,0) obcigzony jest waga zero. Kazdemu weztowi (7,k)
przyporzadkowujemy zdarzenie Sy Para wezitow (x,y),(x',)")eV polaczona tukiem
e=((x,),(x',y")), eeE o wadze w, wymusza nastepujacag zalezno$¢ pomigdzy zdarzeniami
reprezentujacymi wezly:

Stx1,y2S8[x)y T We. (20)

Zatem, ograniczenie (14) generuje podzbiér tukow
E® =7 UL 0.0,k (1)

kazdy z tukow ecE’ obcigzony jest waga w.=0. Ograniczenie (15) generuje podzbior
takow technologicznych

ET =T URe (G k=1, k) (22)

kazdy z tukow ecE" obciazony jest waga w,=0. Ograniczenie (16) generuje podzbiodr
hukow reprezentujacych kolejnos¢é wykonywania zadan na maszynach

EM = U (G =1k, G} (23)

kazdy z tukéw ec EM obciazony jest waga w,=0.
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Przed przystapieniem do opisu lukow generowanych przez ograniczenia zwigzane
z blokowaniem zauwazmy, ze w przypadku nieréwnosci (18)

Syt a2 (Sy-11, k01 P11 k1) P11 k15 =2, ... 20, k=1, ... ,m—1. (24)

Zatem ograniczenie (18) dla problemu bez buforéw generuje zbior tukow
E? = UT Ui (G =Lk +1,(ik)} (25)

kazdy z tukow ecE® obcigzony jest waga We=—p[-1}+1. Ten sam zbior tukéw dla systemu
z ograniczong pojemnoscig buforéw zdefiniowany jest nastepujaco

EP =UTy o, R 1 = 1= b+ D,k (26)
kazdy z lukow ec E® w tym przypadku obcigzony jest waga We=—Dj-1 bl jet1 -
5. Wiasnosci problemu

Przed przystapieniem do sformutowania szeregu wtasnosci, wyjasnimy jaki jest zwigzek
pomigdzy modelem grafowym oraz harmonogramem wykonywania zadan. Dowolng
sciezke taczacg dwa wybrane wezly w grafie G(a) mozemy opisa¢ przy pomocy ciggu
wezlow. Dhugosc¢ $ciezki rowna jest sumie obcigzen weztdw oraz tukéw wehodzacych w jej
sktad. Niech u(a,b)=(u,...,u;), gdzie u;=a, u~=b oraz I jest liczbg weztbw w tej $ciezce,
bedzie najdtuzsza Sciezka taczaca wezty a=(j,,k,) oraz b=(j,,k;). Dlugos¢ drogi od wezla a
do wezta b wyraza si¢ wzorem:

Lul i Pu +W(u1 auz)+puz+- . ~+pu171 +W(u1—1 au1)+pu1a (27)

gdzie w.,, oznacza obcigzenie tuku taczacego wezty x oraz y, natomiast p, jest
obcigzeniem wezla x. Sciezka u(a,b) odwzorowuje pewien cigg nieréwnosci (14—19),
zatem

Stistks= Stiatka T Daps (28)

gdZie Da,b:pu1+w(u1auz)+puz+-~-+pu171+w(u1—1au1)+pu1:Da,b_p[jh],kh oznacza, minimalne op(')z'nienie
rozpoczgcia wykonywania zadania «fj,) na maszynie k, wzgledem rozpoczecia
wykonywania zadania a(j,) na maszynie k,.

Wiasno$é 1. Dla dowolnej permutacji 7=(n(1),...,74(n)) oraz permutacji a=(c(1),...,c(zn))
takiej, ze a(jtin)=nj), i=0,...,.z—1, j=1,...,n, czas cyklu T( ) spetnia

T(a) > I(a), gdzie Z(a)=max{D([,»],k),([ﬁ,,],k):j=l,...,(z—l)n, k=l,,m} (29)

Wartos¢ T(a) zdefiniowana przez (29) okresla minimalny okres czasu jaki musi uplynac
pomigdzy momentami rozpoczecia wykonywania dla co najmniej jednej pary
odpowiadajacych sobie operacji w dwoch sasiadujacych zbiorach. Wynika on bezposrednio
z ograniczen wystepujacych w systemie produkcyjnym oraz w naturalny sposob jest
dolnym ograniczeniem na dlugos¢ czasu cyklu.
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Wiasno$é 2. Niech u(uy,u)=(ur,...,u;)), u1=(u,ki), w=( ju,k,) bedzie najdtuzsza Sciezka
w G(a). Dla kazdej $ciezki u(uypuny), x=1,...,1—1, gdzie u1,=(j .. 7 1,k,,..) zachodzi

Dul+xau1+n +x = Dulaul' (30)

Dowo6d. Na poczatku przeprowadzimy dowdd dla x=1. Z =zalozen wynika, ze
Dulaulzpu1+w(u1auz)+puz+w(uzau3)+~-+pu171+w(u1—1au1)a natomiast Duzaum:puz+w(uzau3)+'“+pu1—1 +W(u1—
1,u1)+[7u1+W(u1,u1+1), zatem Du1au1_Duzau1+1:pu1+W(u1auz)_pul “Wusui) Poniewai Pu—Puws Oraz
Watsu™Waupurry MAMY Dyyy,y=Dippen =0, co oznacza, ze D,y,u=Dpou, 1 koficzy dowod dla
x=1. Latwo mozna zauwazy¢, ze w przypadku dowodu D, ..., dla x=2,...,I-1 nalezy
wykorzystaé Sciezke u(u—1,Uix—1).

Whioski z Wiasnosci 2 znaczaco upraszczajg wyznaczenie 7. Rozpatrzmy przekrdj grafu
G(a) rozdzielajacy wezly reprezentujace dwa sasiednie zbiory operacji. W celu
wyznaczenia wartosci I’ wystarczy wyznaczy¢ dtugosci najdtuzszych drég przechodzacych
przez wszystkie krawedzie nalezgce do przekroju lub przez wszystkie wezty do ktoérych
dochodzg te krawedzie. Liczba krawedzi nalezacych do przekroju jest rowna: m dla
problemu przeplywowego =z nieograniczona pojemnoscig, 2m—1 dla problemu
przeptywowego bez buforéw oraz 2m—1+B, gdzie B= Zi"S] b; dla problemu przeptywowego

z ograniczong pojemnoscig buforow. Liczby weztéw do ktorych dochodzg te tuki wynosza
odpowiednio m, m oraz m+B.

Dhugos$¢ najdtuzszej drogi przechodzacej przez wezly (j.,k.) oraz (j,tn,k,) mozna
wyznaczy¢ przy pomocy ogolnie znanych algorytméw wyznaczania najdtuzszych drog
w grafach. W tym celu tuk ((0,0),(j.,k,)) nalezy obcigzy¢ dostatecznie duza wagg L, w
grafie G(a) wyznaczy¢ dlugos¢ najdhuzszej drogi do wezla (j,+n,k) 1 odjaé od
wyznaczonej dlugosci warto$¢ L. W rozdziale 6 przedstawiona zostanie znacznie prostsza
metoda wyznaczania (), ktora nie wymaga konstruowania grafu G(«).

Wiasno$¢ 3. Dla kolejnosci «, dolne oszacowanie T(a) jest rowne czasowi cyklu tj.
Na=I(a).

Dowod. W celu udowodnienia Wiasnosci 3 wystarczy pokazac, ze dla kolejnosci @ mozna
skonstruowa¢ harmonogram cykliczny o dlugosci czasu cyklu 7(«). Oryginalna metoda
konstruowania harmonogramu cyklicznego o dlugosci 7(«) zostala przedstawiona
w rozdziale 6.

6. Metoda konstruowania harmonogramu cyklicznego

Szczegdtowe rozwazania dotyczace metody przeprowadzimy dla problemu przeptywowego
bez buforéw. Niech a bedzie kolejnoscia wykonywania zadan w systemie, natomiast wezet
(1,1) bedzie weztem dla ktorego D iy, 1+n=1(a). Wezet (1,1) bedziemy nazywali zrodlem
harmonogramu cyklicznego.

Rozwazmy graf G'(c) powstaly z grafu G(a) przez obciazenie nieobcigzonego huku
((0,0),(1,1)) waga L (L—dostatecznie duza liczba). Obcigzenie tuku pozwala na
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zakotwiczenie zrodla harmonogramu w momencie L. Niech S’[,»],k, 7=1,....nt+1, k=1,...,m
bedg momentami rozpoczecia wykonywania operacji wyznaczonymi dla G'(¢t). Z zatozenia
otrzymujemy S’[,,+1],1=S’[1],1+Z (0). Rozpatrzmy teraz graf G'"'(a) powstaly z grafu G'(a)
przez obciazenie tuku ((0,0),(1,/+1)) waga S’[H,,],H—Z(a).

Wartosci SMW(, j=1,...,n+1, k=1,...,m wyznaczone dla grafu G'(@) spehiaja (31-32):

SM[l],Hl: S]H[lJrn],Hl_Z(a)a (€29)

SM [1+n],1+1:S][1+n],1+1 (32)

Rownanie (31) oznacza, ze moment rozpocz¢cia zadania o(1) na maszynie /+1 nastgpuje
doktadnie w momencie S’[H,,],M—Z (). W lewostronnie dosuni¢tym harmonogramie,
momenty S’H[l],m oraz S’[l],m mogg by¢ w jednej z dwoch relacji: (i) S’+1[1],1+1=S][1],1+1, (if)
S’H[l],m > S’[l],m. Przypadek (i) ma miejsce w sytuacji gdy w grafie G(a) istnieje
najdtuzsza droga z wezta (1,1) do wezla (1+n,l) przechodzaca przez wezetl (1,/+1),
wowczas z Wlasnosci 2 mamy S’+1[1],1+1=S’[1],1+1= S][H,,],M—Z(a). W przypadku
(if) obcigzony tuk ((0,0),(1,/+1)) przesuwa moment rozpoczecia tego zadania na maszynie
I+1 do chwili S'11y1—T(@).

Z roéwnania (32) wynika, ze moment rozpoczg¢cia wykonywania zadania «(1+n) na
maszynie [+1 nie zmienia si¢ pomimo obcigzenia tuku ((0,0),(1,/+1)). Latwo mozna
zauwazy¢, ze moment SM[H,,],MZS] a1 tylko wtedy gdy Dy, 1n)>1(e) co jest
sprzeczne z definicja I(@). W ten sam sposob mozna wyznaczyC obcigzenia lukow
((0,0),(1,k)), k=i+2,...,m.

Rozpatrzmy teraz graf G' '(a) powstaly z grafu G'(a) przez obcigzenie huku
((0,0),(1,I-1)) waga S’[H,,]J,]—Z (). W podobny spos6b mozna pokazac, ze

ST =S~ T(@), (33)

SH [1+n],1—1:SI[1+n],1—1 (34)
oraz wyznaczy¢ obcigzenia tukow ((0,0),(1,k)), k=I-2,...,1.

Wilasnosé¢ 3. Niech graf G*(a) bedzie grafem G(«) z tukiem ((0,0),(1,/)) obcigzonym
waga L, tukami ((0,0),(1,k)), k=I+1,...,m obciazonymi wagami S* '[,1,,~T(c) oraz tukami
((0,0),(1,k)), k=I-1,...,1 obciazonymi wagami S*(.;;—T(e). Graf G*(a) generuje
harmonogram cykliczny.

Dowod. W celu udowodnienia Wtasnosci 3 nalezy pokazac,
S[,»ﬂ,],k:S[,»],k-irZ(a) dla kaZdegoj=n+l ,...,27[, k=1 N (B (35)

Na podstawie (32—34) otrzymujemy Sjy4,1,=S1.+1() dla kazdego i=1,...,m. Ze struktury
grafu wynika, ze kazda droga dochodzaca do wezta (j+n,k), j=n+2,....2n, k=1,...,m (W tym
najdluzsza determinujagca moment rozpoczecia wykonywania zadania na maszynie)
przechodzi przez jeden z weztow (1+n,k), k=1,...,m. Struktura grafu G*(«) dla kazdego
zbioru operacji jest identyczna, zatem ostatecznie otrzymujemy Sy, =Sp«tI(c) dla
kazdego j=n+2,....2n, k=1,...,m.

631



1,2 2,2 I 3,2 5,2 I 6,2 l 1,2 2,2 P82 {42 52 |

[ ae [oe [or]re f2e
6\ \%\ \lb\ \\1[5\\\\2[0\\\\2[5\ ‘3‘0““3{5‘ \4{()\

a) system przeplywowy z nieograniczona pojemnoscia buforéw
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b) system przeplywowy z ograniczong pojemnoscia buforéw

2] [ 22 [ s2]

1,3 [ 2,3 I 3,3 I 4,3 I 5.3 ]

c) system przeptywowy bez buforéw

Rys 1. Harmonogram cykliczny w przeplywowym systemie produkcyjnym

W podobny sposdéb mozna wyznaczy¢ harmonogram cykliczny dla problemu z buforami
o0 ograniczonej pojemnosci. Jak juz wspomniano wcze$niej dla zadanej kolejnosci mozna
wyznaczy¢ bardzo wiele harmonograméw cyklicznych o réznych cechach. Zaproponowana
metoda generuje harmonogram cykliczny, w ktérym moment rozpoczecia praktycznie
wszystkich zadan jest przesunigty maksymalnie w lewo na osi czasu. Uwaga ta nie dotyczy
tylko operacji poczatkowych, ktorych moment rozpoczecia zostal opdzniony w celu
uzyskania harmonogramu cyklicznego.

Niestety, system przeptywowy z nieograniczong pojemnos$cig buforéw nie posiada tej
korzystnej cechy. Spelnienie warunku (32) nie jest mozliwe, poniewaz w grafie G() nie
istnieje droga z dowolnego wezla reprezentujacego operacje wykonywane na maszynach
l,....m do wezta (1+n,/—1). Harmonogram cykliczny w takim systemie mozna uzyskaé
opisang metodg jedynie dla operacji wykonywanych na maszynach /,...,m. Dla maszyn
1,...,I-1 pewnym rozwigzaniem cyklicznym jest wykonywanie operacji wedlug reguly
najpozniej jak si¢ da. Momenty rozpoczecia tych operacji mozna uzyskaé przez
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zastosowanie opisanej metody dla grafu G'(«’) skonstruowanego dla permutacji
7'=(n(n),...,m(1)) z obcigzeniem weztdw p'y=p'; k1 oraz odpowiadajacej tej zmianie,
korekcie obcigzenia tukow ze zbioru E”.

Na Rys. 1 przedstawiono harmonogramy cykliczne dla systemu: a) z buforami
o nieograniczonej pojemnosci, b) z ograniczong pojemnos$cig buforow przy czym b=2,
b,=1 oraz b;=1, ¢) bez buforow.

7. Efektywne wyznaczanie czasu cyklu

W celu wyznaczenia czasu cyklu w systemie przeptywowym z nieograniczong pojemnoscig
buforow nalezy wyznaczy¢ m wartosci opdznien D1 dla /=1,..,m. Podczas
wyznaczania wartosci Dy 1) musza by¢ spelnione ograniczenia (14—16) oraz
dodatkowe ograniczenie

Spy= L, gdzie L jest dostatecznie duzg liczba. (36)

Najmniejsza warto$cia Sp,+11,; spetniajaca (14-16) oraz (36) mozna wyznaczy¢ ze
wzoru rekurencyjnego

St = max { Sy i1t Py-1> Sy-114TP-114) > (37)

gdzie j=l,...,n+l, k=l,...,m oraz p[()],k:O dla k=l,...,m, S[()],k:O dla k¢l, k=l,...,m, S[()]J:L,
Si1.0=0, pp10=0 dla j=1,...,m. Wszystkie wartosci Sy, dla j=1,...,n+1 mozna wyznaczy¢
w czasie O(nm), natomiast D py (r1,0=Spu11,,~Sy, dla I=1,...,m w czasie O(nzm2 .

W przypadku systemu bez buforéw dodatkowo musi by¢ spetnione ograniczenie (19).
Zatem wzor (37) przyjmuje postaé

Sy = max {S[/],k—1+[7[/],k—1 S 11k P11k 17441 }s (38)

gdzie warunki brzegowe sg identyczne jak powyzej, dodatkowo Sy ,,+1=0 dla j=0,...,n+1.
Wyznaczenie czasu cyklu mozna zrealizowaé w czasie O(n’m?).

Dla systemu przeptywowego z ograniczong pojemnoscig buforow wzor (37) przyjmuje
postaé

St = Max {Sy1 i1 TP 1S 114 P11 -bilkH > (39)
gdzie j=1,...,n+1+mb, (mb=max {b;: k=1,..,m}), k=1,...,m oraz Sy;,=0, p;,=0 dla k=1,....m,
j=—mb,...,0, S;10=0, p;10=0 dla j=1,...,m. Nalezy wyznaczy¢ m+B, B:Zi"glbi, warto$ci
Doy enpy, gdzie x=1,....bi+1. Oczywiscie D sy Wymaga zainicjowania Sg—p-1n=L.

Czas wyznaczenia Dy a1y Wynosi O((n+mb)), zatem wyznaczenie czasu cyklu wynosi
O((ntmb)(m+B)).

8. Podsumowanie

Praca poswigcona jest harmonogramowaniu cyklicznemu w przeptywowym systemie
produkcyjnym. Rozwazane sa trzy przypadki szczegolne roznigce si¢ pojemnoscia buforow
migdzystadialnych: problem przeptywowy bez buforéw, problem przeptywowy
z ograniczong pojemnosciag buforow oraz problem przeplywowy z nieograniczona
pojemnoscig buforow.
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W pracy przedstawiono opis formalny probleméw oraz sformutowano cechy i cele
hamonogramowania cyklicznego. Zaproponowano model grafowy. Sformulowano
i udowodniono szereg wlasnosci problemu, ktore opieraly si¢ na analizach specyficznych
najdluzszych drog w tym grafie. Wlasnosci zostaly wykorzystane do konstrukeji
efektywnej metody wyznaczania czasu cyklu.

Zaproponowano rowniez alternatywng metod¢ wyznaczania czasu cyklu, ktora nie
wymaga konstrukcji grafu oraz implementacji funkcji operujacych na tym grafie. Metoda
opiera si¢ na znanych dla tych probleméw formutach rekurencyjnych, ktorych
wykorzystanie wymagato jedynie zmodyfikowania warunkéw brzegowych.

Projekt zostat sfinansowany ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na
podstawie decyzji numer DEC-2012/05/B/ST7/00102.
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