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Streszczenie: W pracy rozwaza si¢ permutacyjny problem przeptywowy z kryterium
bedacym momentem wykonania wszystkich zadan z dodatkowym ograniczeniem na to, aby
zadna z maszyn nie miata przestojow w pracy. Praca przedstawia sformutowanie problemu,
model permutacyjno-grafowy omawianego zagadnienia oraz pokazuje pewne bardzo
ciekawe wiasnosci tego zagadnienia. Przedstawione wiasnosci poparte sa odpowiednimi
przyktadami numerycznymi oraz ilustracjami odpowiadajgcych im harmonogramow.

Stowa kluczowe: problem przeptywowy, ograniczenie bez przestojow.

1. Wprowadzenie

Wystepujacy w teorii szeregowania zadan, permutacyjny problem przeptywowy jest od
dawna badanym zagadnieniem [1,2,3]. Modeluje on szereg procesow produkcyjnych w
szczegolnosci linie produkcyjne w ktorych montowane elementy przechodza przez kolejne
gniazda montazowe. W procesie tym mozna wybraé sekwencj¢ wykonywania zadan, co
skutkuje uzyskiwaniem réznych harmonograméw pracy maszyn. Problem polega na
wybraniu harmonogramu minimalizujacego wybrane kryterium optymalizacji, np.
catkowity czas produkcji. Dla tego zagadnienia stworzono wiele dedykowanych
algorytmoéw, zarowno bardzo szybkich algorytmow konstrukcyjnych [2], jak i bardzo
wydajnych algorytméw popraw [3]. Duza efektywnos¢ algorytmow uzyskana jest gtownie
poprzez umiejetne wykorzystanie roznych wtasnosci rozwigzywanego problemu.

W niektorych procesach produkcyjnych moze zaistnie¢ sytuacja wymuszajaca ciagla
prace maszyny [4]. Przyczyn takiego wymogu pracy moze by¢ kilka. Jedng z nich jest
stosunkowo kosztowny rozruch i/lub wygaszanie maszyny, inny powod to cheé
maksymalnej redukcji przedzialu czasu wykorzystywania maszyny. Ograniczenie bez
przestojow moze dotyczy¢ wszystkich badz tylko wybranych maszyn w systemie.

Ograniczenie bez przestojow, jak kazde inne, zwigksza lub pozostawia bez zmian
dtugos¢ harmonogramoéow oraz powoduje pojawienie si¢ nowych wiasnosci. W przypadku
wymuszenia pracy maszyn bez przestojow, problem charakteryzuje si¢ nietypowymi, wrecz
paradoksalnymi wtasnosciami. Przyktadowo wymiana w systemie maszyny na wolniejsza
moze skutkowa¢ skroceniem pracy calej produkcji. Dodanie do istniejagcego harmonogramu
jeszcze dodatkowych zadan do wykonania moze takze skroci¢ czas catej produkcji.
Ponadto w problemie tym nie istniejg typowe wiasno$ci wystepujace w klasycznej
odmianie problemu dajace baze do budowania szybkich akceleratoro6w przyspieszajacych
wyliczanie warto$ci dlugosci uszeregowania.
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2. Opis problemu

Permutacyjny problem przeptywowy z kryterium bedacym dlugoscig harmonogramu z
dodatkowym ograniczeniem bez przestojow oznaczany jest w notacji Graham’a [5] jako
F|no —idle, perm|C -

W  permutacyjnym problemie przeplywowym, poszukiwany jest harmonogram
wykonywania operacji na maszynach. Wsr6d mozliwych harmonograméw mozna wyr6znic¢
harmonogramy aktywne, czyli takie w ktorych wszystkie operacje dosunigte sa mozliwie
maksymalnie do lewej strony na osi czasu. Poniewaz poszukiwane rozwigzanie optymalne
zawsze mozna znalez¢ wsréd harmonograméw aktywnych w dalszej czgséci pracy tylko
takie harmonogramy bedg brane pod uwage. Kazdy harmonogram aktywny mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sekwencji wykonywania zadan w systemie.
Permutacyjny problem przeptywowy z kryterium bedagcym czasem wykonania wszystkich
zadan, sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej sekwencji wykonywania zadan na maszynach,
aby moment zakonczenia wszystkich zadan byt mozliwie najkrotszy.

Ograniczeniem bez przestojow, w permutacyjnym problemie przeplywowym odnosi si¢
bezposrednio do sposobu pracy maszyn. Wymusza ono ciggla prace kazdej z maszyn bez
mozliwosci chwilowego jej wylaczenia. Dla kazdej sekwencji wykonywania zadan, mozna
zawsze utworzy¢ harmonogram spelniajace powyzsze ograniczenie. Ograniczenie te
wymusza zazwyczaj konieczno$¢ opoOznienia rozpoczgcia niektorych operacji w celu
uzyskania cigglej pracy maszyn. Powoduje wigc zazwyczaj wydluzenie harmonogramu
odpowiadajagcego danej sekwencji wykonywania zadan. Przyktad permutacyjnego
harmonogramu przeptywowego bez i z ograniczeniem bez przestojow przedstawiony zostat
na rysunku 1.

Harmonogram permutacyjny

maszyna 2 [ Ji I Jo ]

maszyna 3 [ J2 j [ J3 ]

maszyna 1 [ Ji I Jo I J3 | ]

maszyna 2 [ Ji I Ja I Js )

maszyna 3 Jo I J3

Rys. 1. Przyktad permutacyjnego harmonogramu przeptywowego bez dodatkowych
ograniczen i z ograniczeniem bez przestojow
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2.1. Sformulowanie problemu

Mamy dany zbior zadan J = {1,2,..,n} i zbidor maszyn M = {1,2,...,m}. Kazde
zadanie j € ] musi by¢ wykonane sekwencyjnie na kazdej maszynie w kolejnosci
wynikajacej z numeru maszyny. Proces wykonywania zadania j € ] na maszynie [l € M
nazywamy operacja i notujemy jako parg (j, ). Dla kazdej operacji (j, 1) dany jest czas p;,
jej wykonywania. Klasyczne ograniczenia wymagaja aby (i) operacje wykonywaty si¢ bez
przestojow, (if) maszyna moze wykonywaé tylko jedna operacj¢ w danej chwili, (iii) w
danym momencie mozna wykonywaé tylko jedng operacje danego zadania. Dodatkowe
ograniczenie bez przestojow wymusza, ciggla pracg maszyny, to znaczy po zakonczeniu
wykonywania si¢ danej operacji na maszynie, maszyna od razu zaczyna wykonywaé
kolejna operacjg. Wyjatkiem sa oczywiscie operacje wykonywane jako ostatnie na
maszynach. Akceptowalnym uszeregowaniem nazywamy momenty rozpoczecia S(j,1)
i/lub momenty zakonczenia C (j, [) wykonywania si¢ operacji (j,1); C(i,1) = S(i,1) + p;;.
Problem polega znalezieniu uszeregowania dopuszczalnego minimalizujacego:

Crmax = maij,C(j,m). (1)
2.1. Model permutacyjno—grafowy

Poniewaz, podobnie jak w klasycznym permutacyjnym problemie przeptywowym bez
dodatkowych ograniczen tak i problemie z ograniczeniem bez przestojow, dopuszczalny
harmonogram moze by¢ jednoznaczne definiowany przez sekwencje wykonywania zadan.
Z tego powodu w obu przypadkach problemu wygodnie jest stosowaé model permutacyjno-
grafowy [6], w ktorym zmienng decyzyjng jest permutacja zbioru zadan w =
(n(l),n(Z), ...,n(n)). Zbiér wszystkich mozliwych takich permutacji tworzy przestrzen
rozwigzan oznaczanych przez I1. Kryterium optymalizacji jest dlugos$¢ najdtuzszej Sciezki
w skierowanym grafie:

G(m) = (J x M,ET U EX () U ENI()). )

Wierzchotek (j,1),j € J,l € M reprezentuje operacje, tak samo indeksowana, i ma
obcigzeni p;;. Zbior nieobcigzonych fukow

ET = UJE] ;ZZ{OIZ - 1)1 (jl l)} (3)
modeluje ograniczenia technologiczne. Zbior nieobcigzonych tukoéw
EX(m) = Uy Uiend (G — 1, D, (D), D)} 4)

modeluje ograniczenia kolejnosciowe wynikajace z przyjetej kolejnosci wykonywania
zadan. Dodatkowe ograniczenie bez przestojow modelowane jest poprzez obcigzone tuki

EM = Upe{ (), 1), (n(1), D)}. )

Luk taczacy ostatnig i pierwsza operacje wykonywana na maszynie [ € M obcigzony jest
sumg czasOw trwania operacji wykonywanych na tej maszynie;
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NI, = _Zjejpj,l- (6)

Grafy modelujace  dopuszczalne rozwigzania odpowiadajace permutacji T W
permutacyjnym problemie przeptywowym bez dodatkowych ograniczen oraz z
ograniczeniem bez przestojoOw przestawione sg na rysunku 2.

a) zadanie (1) . zadanie 7(n) b) NI
maszyna, 1 ‘i”(l),ly‘ﬂ‘:w@),lj‘ﬂ H‘:ﬂ(n),lj‘ ‘ifr(l),lj‘ﬂ"jf(ﬁ):1: H H:W(n),lj
T T 1T T
maszyna, 2 ‘VTI'(J.),Z‘w%"‘rr(Z),ka% *}"ﬂ(n),iw "«(1),2‘%"«(2).2}% *>'7r(n),2k
l l l l l |
: : . : : S NL :
maszyna m w’7r(l),'m:w—>"7r(2),m‘,‘\—> —)\%\'(71,),71;\ wyfr(l),'rrzjw—>w;fr(2),7rlt\—> H;r(w),'n;

N / N / N / AN J/ o

Rys. 2. Modele grafowe harmonograméw problemu permutacyjnego: a) bez dodatkowych
ograniczen, b) z dodatkowym ograniczeniem bez przestojow

Poniewaz dlugos¢ najdtuzszej Sciezki w grafie G () oznaczonej przez C,,,, () odpowiada
doktadnie momentowi wykonania wszystkich zadan, badany problem sprowadza si¢ do
znalezienia sekwencji zadan minimalizujacej dtugos$¢ najdtuzszej sciezki w grafie;

" € argmingep Crpay (7). (7N
3. Wlasnosci

Na podstawie whasnosci problemu, pokazanych w niniejszej pracy, mozna wnioskowaé
o mozliwoSci wystgpienia pewnych nietypowych zjawisk. Mozliwo$¢ wystgpienia takiego
zjawiska bedzie udowodniona za pomocg pokazania odpowiedniego przyktadu
numerycznego oraz zobrazowana odpowiednig ilustracjg harmonogramu.

Wiasnos$é 1.A.
Usuwajgc pewne zadania z uszeregowania, nowo powstaly dopuszczalny harmonogram
moze by¢ dluzszy niz harmonogram pierwotny.

Wiasnos$¢ 1.B.

Usuwajgc pewne zadanie ze zbioru zdan do uszeregowania w instancji pierwotnej,
powstaje nowa instancja problemu w ktorej diugos¢ optymalnego uszeregowania jest
dluzsza niz w przypadku instancji pierwotne;j.
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Wiasnos$é 2.A.

Skracajgc czasy wykonywania wszystkich operacji pewnego zadania w danym
uszeregowaniu, nowo powstaly dopuszczalny harmonogram moze by¢ diuzszy niz
harmonogram pierwotny.

Wiasnos$¢ 2.B.

Istniejq takie instancje problemu dla ktorych skrocenie wszystkich czasow wykonywania
operacji pewnych zadan powoduje powstanie nowej instancji o optymalnym uszeregowaniu
dluzszym niz w przypadku instancji pierwotnej.

Wiasnos$é 3.A.

Skracajgc czasy wszystkich operacji wykonywanych na pewnych maszynach w danym
uszeregowaniu, nowo powstaly dopuszczalny harmonogram moze by¢ diuzszy niz
harmonogram pierwotny.

Wiasnos$¢ 3.B.

Istniejq takie instancje problemu dla ktorych skrocenie wszystkich czasow wykonywania
operacji wykonywanych na pewnych maszynach powoduje powstanie nowej instancji o
optymalnym uszeregowaniu diuzszym niz w przypadku instancji pierwotne;j.

Wiasno$¢ 3.A oraz 3.B wystepuje takze dla problemu z ograniczeniem bez czekania [7].
Pozostate z wymienionych wilasnoéci sa cechg charakterystyczng dla analizowanego
problemu. Wszystkie wlasnosci beda wyjasnione na przyktadzie numerycznym w ktorym
nalezy wykona¢ 3 zadania | = {4, B,(C} na 3 maszynach M = {1,2,3}. Czasy trwania
zadan na kolejnych maszynach wynosza odpowiednio:

dlazadania A: pyq = 2,04, = 2, P43 = 6,
dla zadania B: pg 1 = 2, pg, = 6, pp3 = 2,
dla zadania C: pc; = 6,Pc, = 2, Pc3 = 2.

Przyktad ten bedzie dalej nazywany instancjg pierwotng. Optymalny w sensie dhugosci
uszeregowania, harmonogram odpowiada sekwencji wykonywania zadan m = (4,B,C).
Dlugos¢ tego optymalnego uszeregowania wynosi Cmax((A, B,C )) = 14, a dla pozostatych
5 sekwencji wynosi odpowiednio 18 1 22, tabela 1. Wykres przedstawiajacy optymalne
uszeregowanie przedstawiony zostal na rysunku 3.a.

Tabela 1. Dlugos¢ harmonogramoéw dla wszystkich 6 sekwencji zadan {4,B,C} z
modyfikowanymi czasami trwania operacji

Sekwencja Instancja Instancja z skroconymi o | Instancja z skroconymi o
harmonogramu pierwotna polowe operacjami polowe operacjami
zadania B maszyny 2
(4,B,0) 14 15 17
(A,C,B) 18 17 19
(B,A,C) 18 17 19
(B,C,A) 18 17 19
(C, A, B) 18 17 19
(C,B,A) 22 19 19
Srednia 18,0 17,0 18,6
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a) Harmonogram odpowiadajacy sekwencji (A, B, C')

maszyna 1

maszyna 2

maszyna 3

maszyna 1

maszyna 2

maszyna 3

maszyna 1

maszyna, 2

maszynaff%ééé%é%‘

d) Harmonogram (A, B, C) ze skréconymi operacjami zadania B

maszyna 1

maszyna 2

maszyna 3

maszyna 3

Rys. 3. Harmonogramy permutacyjnego problemu przeptywowego bez przestojow
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Dowadd wiasnosci 1.A.

Dla instancji pierwotnej, usuwajac z sekwencji zadan (4, B, C) zadanie B, otrzymujemy
sekwencje (4, C) oraz odpowiadajacy jej nowy harmonogram przedstawiony na rysunku
3.b. Nowo powstaly harmonogram jest dtuzszy niz harmonogram pierwotny. Dowodzi to
poprawnos$ci whasnosci 1.A.

Dowod wlasnosci 1.B.

Usuwajac z instancji pierwotnej zadanie B, przestrzen mozliwych rozwigzan zmniejsza si¢
do dwoch harmonograméw. Harmonogram dla sekwencji (4, C) zostat przedstawiony na
rysunku 3.b, a dla sekwencji (C,A) na rysunku 3.c. Kazdy z tych harmonogramoéw jest
dtuzszy niz harmonogram dla sekwencji (A4,B,C) instancji pierwotnej. Dowodzi to
poprawnosci whasnosci 1.B.

Dowod wlasnoSci 2.A.

W instancji pierwotnej, dla uszeregowania (4,B,C), skracajac o potowe czas trwania
wszystkich operacji zadania B, uzyskujemy nowy harmonogram dtuzszy niz w przypadku
pierwotnych danych. Harmonogram ten przedstawiony jest na rysunku 3.d. Dowodzi to
poprawnos$ci whasnosci 2.A.

Dowod wlasnosci 2.B.

Dla instancji pierwotnej, w przypadku skrocenia o potowe czasow trwania wszystkich
operacji zadania B, dla kazdej mozliwej sekwencji wykonywania zadan, odpowiadajace im
harmonogramy (niezamieszczone w pracy w postaci rysunku) sa dluzsze niz optymalny
harmonogram instancji pierwotnej, tabela 1. Dowodzi to poprawno$¢ wlasnosci 2.B.

Dowod wlasnosci 3.A.

W instancji pierwotnej, dla uszeregowania (4, B,C), skracajac o potowe czas trwania
wszystkich operacji wykonywanych na maszynie 2, uzyskujemy nowy harmonogram
dtuzszy niz w przypadku pierwotnych danych. Harmonogram ten przedstawiony jest na
rysunku 3.e. Dowodzi to poprawnosci wlasnosci 3.A.

Dowod wlasnosci 3.B.

Dla instancji pierwotnej, w przypadku skrocenia o potowe czasow trwania wszystkich
operacji wykonywanych na maszynie 2, dla kazdej mozliwej sekwencji wykonywania
zadan, odpowiadajgce im harmonogramy (niezamieszczone w pracy w postaci rysunku) sg
dluzsze niz optymalny harmonogram instancji pierwotnej, tabela 1. Dowodzi to
poprawno$¢ wlasnosci 3.B.

4. Podsumowanie

Przedstawione wilasnosci permutacyjnego problemu przeptywowego z ograniczeniem
bez przestojow sa dos¢ nietypowe. Projektujac wszelkiego rodzaju algorytmy dedykowane
temu problemowi nalezy mie¢ $wiadomos$¢ istnienia wykazanych wiasnoséci (anomalii).
Przyktadowo konstruujgc harmonogram, nalezy mie¢ $wiadomosé, iz dtugos¢ budowanego
harmonogramu moze ulec zmniejszeniu przy dodawaniu kolejnego zadani. Przetozenie
zadania w uszeregowaniu takze moze by¢ nietypowe. Przyktadowo wyjete zadanie
paradoksalnie moze wydluzy¢ biezgcy harmonogram, a dopiero ponowne wlozenie
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wyciggnigtego zadania w inne (lepsze) miejsce moze spowodowaé znaczne skrocenie
harmonogramu.

Dodatkowa wilasnoscia problemu z ograniczeniem bez przestojow, jest brak stabilnej
czeSci harmonogramu przy jakichkolwiek jego zmianach. Dokonujac modyfikacji
dowolnego fragmenty harmonogramu, modyfikacja ta wpltywa na ulozenie wszystkich
operacji w tym harmonogramie. Utrudnia to projektowanie efektywnych algorytmow
konstrukcyjnych, gdyz misternie zbudowanych czgéciowy harmonogram ulegnie caly
zaburzeniu nawet w przypadku dodania kolejnego zadania na jego koncu. Dla porownania
w klasycznym problemie przeptywowym zmiany w harmonogramie propagowaty si¢ tylko
od momentu jej wystapienia. W problemie z ograniczeniem bez czekania harmonogram
jest jeszcze bardziej stabilny. Zmiana sekwencji wykonywania operacji w tym wypadku
wywoluje tylko zmiang fragmentu harmonogramu.
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