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Streszczenie: W pracy rozpatrujemy elastyczny system produkcji cyklicznej, w którym 
operacje są wykonywane przez maszyny równoległe pogrupowane w dwumaszynowe 
gniazda. Harmonogramowanie operacji w tym systemie produkcji wymaga jednoczesnego 
podjęcia decyzji na dwóch poziomach: (i) przydziału operacji do maszyn, (ii) wyznaczenia 
kolejności wykonywania operacji na każdej maszynie. Ze względu na NP-trudność tego 
problemu, przedstawiamy konstrukcje algorytmów heurystycznych. Porównujemy czasy 
wykonywania oraz wartości rozwiązań wyznaczonych przez algorytmy: przeszukiwania 
z tabu oraz symulowanego wyżarzania.  
 
Słowa kluczowe: szeregowanie zadań, cykliczny problem gniazdowy, przezbrojenia 
maszyn, algorytm metaheurystyczny. 
 
 
1. Wprowadzenie 
 

W mało zróżnicowanej produkcji masowej są stosowane cykliczne systemy 
wytwarzania. Umożliwia to znaczne uproszczenie czynności logistycznych związanych 
z dostarczaniem surowców do produkcji oraz odbiorcom wyrobów gotowych. W stałych 
odstępach czasu (zwanym czasem cyklu) jest wytwarzana pewna mieszanka produktów 
oznaczana w literaturze skrótem MPS (ang. Minimal Part Set). Każdy produkt jest 
wytwarzany cyklicznie, tj. wielokrotnie po upływie czasu cyklu. Zakładamy ponadto, że 
całe MPS-y są powielane cyklicznie, tj. wykonywanie produktów w ramach kolejnego 
MPS-a rozpoczyna się dopiero po zakończeniu wytwarzania wszystkich produktów z MPS-
a poprzedniego cyklu. Tak więc kolejne MPS-y (tj. produkty z tych MPS-ów) są 
wykonywane bezpośrednio jeden po drugim w sposób cykliczny. Innymi słowy, nie ma 
mieszania produktów z MPS-ów wykonywanych w ramach różnych cykli. 
 Podstawy cyklicznego szeregowania zadań zostały szeroko opisane w rozprawie 
doktorskiej przez Kampmeyera [13], a różne szczegółowe modele są przedstawione 
w pracach Caggiano i Jakson [7], Brukera i Kampmeyera [5, 6], Lrevnera i in. [14] oraz 
Bożejkę i in. [3], [4]. W rozpatrywanym w pracy problemie dany jest zbiór zadań oraz 
zbiór maszyn. Maszyny tego samego typu, tj. o tych samych własnościach funkcjonalnych 
tworzą gniazdo. Każde gniazdo zawiera dwie maszyny (tzw. maszyny równoległe). Zadanie 
należy wykonać na jednej z maszyn każdego gniazda, z jednakowym dla wszystkich zadań, 
ustalonym porządkiem technologicznym, tj. kolejnością "przechodzenia" pomiędzy 
gniazdami. Dane są czasy wykonywania zadań na maszynach oraz czasy przezbrojenia 
maszyn pomiędzy kolejno wykonywanymi zadaniami. Należy przydzielić zadania do 
odpowiednich maszyn, w każdym z gniazd oraz ustalić kolejność ich wykonywania tak, 
aby zminimalizować czas cyklu. Spełnione muszą być przy tym następujące ograniczenia: 

1. Każde zadanie może być wykonywane jednocześnie tylko na jednej, odpowiedniego 
typu, maszynie.  



2. Żadna maszyna nie może wykonywać jednocześnie więcej niż jedno zadanie.  
3. Wykonywanie zadania nie może być przerwane.  
4. Zachowany musi być porządek technologiczny wykonywania zadań.  
5. S każdym gnieździe zadania są wykonywane w takiej samej kolejności.  
6. Pomiędzy kolejno wykonywanymi zadaniami należy dokonać przezbrojenia 

maszyny.  
7. Każde zadanie jest kolejno wykonywane po upływie czasu cyklu.  
Przykład ilustrujący pracę pojedyńczego gniazda takiego systemu jest symbolicznie 

przedstawiony na rysunku 1. Na taśmie przemieszczane są produkty (zadania). Pewną 
operację każdego produktu należy wykonać na jednej z dwóch maszyn (gniazdo - maszyny 

1M  i 2M ) obsługiwanych przez jednego pracownika.  

 
Rys. 1. System przepływowy z dwoma równoległymi maszynami 

 
Rozwiązanie rozpatrywanego problemu polega na:   

A. przydzieleniu zadań do maszyn w poszczególnych gniazdach,  
B. wyznaczeniu momentów rozpoczęcia wykonywania zadań na maszynach tak,  

aby spełnione były ograniczenia (1)-(7) oraz czas cyklu (czas po którym dowolne zadanie 
jest wykonywane w kolejnym MPS-ie) był minimalny. 

Z ograniczenia (5) wynika, że każde rozwiązanie może być reprezentowane przez 
odpowiednią permutację zadań (kolejność "przepływu" przez gniazdo). Dla ustalonego 
w każdym gnieździe przydziału zadań do maszyn, problem sprowadza się do wyznaczenia 
permutacji zadań minimalizującej czas cyklu (Bożejko i in. [2]). 

Pierwsze prace dotyczące problemów cyklicznego szeregowania zadań ukazały się 
w latach 70-tych XX wieku (Crowston i in. [9]). Wykaz ważniejszych prac z szeregowania 
cyklicznego oraz omówienie wyników badań prowadzonych na przestrzeni ostatnich lat 
przedstawili między innymi: Hanen i Munier [11], Crama i in. [8], Levner i in. [14], a także 
Jeong i Tae [12], Sawik [18, 19], oraz Bożejko i in. [2, 3, 4]. 

W następnym rozdziale krótko przedstawiamy gniazdowy problem przepływowy 
z przezbrojeniami maszyn, a w dalszej części pracy - cykliczna wersję tego problemu. 

 
2. Gniazdowy problem przepływowy 
 

Rozpatrywany w pracy gniazdowy problem przepływowy z przezbrojeniami maszyn 
można sformułować następująco. 

Dany jest zbiór zadań },{1,2,= nJ , które należy wykonać na maszynach ze zbioru 
},{1,2,= qM . Istnieje rozbicie zbioru maszyn na typy (gniazda), tj. podzbiory maszyn 



o tych samych własnościach funkcjonalnych. Każde zadanie "przechodzi" przez wszystkie 
gniazda w takiej samej kolejności (porządek technologiczny). Zadanie jest ciągiem 
operacji, z których każdą należy wykonać, w ustalonym czasie, na dokładnie jednej 
maszynie z każdego gniazda. Problem polega przydzieleniu zadań do maszyn oraz na 
wyznaczeniu kolejności ich wykonywania na maszynach, aby zoptymalizować pewne 
kryterium. Muszą być przy tym spełnione ograniczenia od (1) do (6). Problem ten 
będziemy w skrócie oznaczali przez NFS . Jeżeli każde gniazdo zawiera tylko jedną 
maszynę wówczas jest to klasyczny w teorii szeregowania problemem przepływowy (ang. 
flow shop) rozpatrywany na przykład w pracach [16], [10] dodatkowo z przezbrojeniami 
maszyn. 

Zbiór maszyn },{1,2,= qM  można rozbić na m podzbiorów maszyn tego samego 

typu (gniazd), przy czym i-ty ),1,2,=( mi   typ iM  zawiera dwie maszyny. Niech 
},{1,2,= oO  będzie zbiorem wszystkich operacji. Zbiór ten można rozbić na ciągi 

odpowiadające zadaniom, przy czym zadanie J∈j  jest ciągiem m  operacji, które będą 
kolejno wykonywane na odpowiednich maszynach (tj. w kolejnych gniazdach w ciągu 
technologicznym). Operację M∈v  należy wykonać w gnieździe )(vµ , tj. na jednej 

z maszyn zbioru )(vµM  w czasie jvp , , gdzie )(vj µ∈M . 
Niech  

,}=)(:{= kvvk µ∈OO  
będzie zbiorem operacji wykonywanych w k-tym ),1,2,=( mk   gnieździe. Ciąg 
rozłącznych zbiorów operacji  

],,,,[= 21 qQQQQ   

nazywamy przydziałem operacjido maszyn ( kQ  zawiera operacje wykonywane na k-tej 
maszynie). Zbiór wszystkich takich przydziałów będziemy oznaczali przez .A  

Niech π  będzie pewną kolejnością (permutacją) wykonywania zadań ze zbioru J  oraz 
P  zbiorem wszystkich takich permutacji. Dowolne rozwiązanie rozpatrywanego w tym 
rozdziale problemu będzie reprezentowane przez parę ),,( πQ  gdzie Q  jest przydziałem 
operacji do maszyn )( AQ∈ , a π  - permutacją zadań )( P∈π . Przez AP  oznaczamy 
zbiór wszystkich takich par (rozwiązań). 

Jeżeli APQ ∈π),(  jest pewnym rozwiązaniem gniazdowego problemu 
przepływowego, to kolejność wykonywania zadań na k -tej maszynie (tj. zadań ze zbioru 

kQ ) jest taka sama, jak kolejność ich występowania w permurtacji π .  
Przykład 1. 

Dany jest zbiór zadań },,,{= 321 JJJJ  które należy wykonać na maszynach ze zbioru 
}.,,,,,{= 654321 MMMMMMM  Zbiór maszyn dzieli się na trzy dwumaszynowe gniazda: 

}.,{=},,{=},,{= 65
3

43
2

21
1 MMMMMM MMM  

W tym przypadku, liczba zadań 3=n , maszyn 6=q , gniazd 3=m . Zakładamy, że 
zgodnie z wymogami technologicznymi, każde zadanie należy wykonać na jednej z maszyn 
gniazda 1M , następnie gniazda 2M  i na koniec gniazda 3M . Wobec tego, każde zadanie 
składa się z trzech operacji. Jeżeli ,,,,{= 4321 OOOOO },,,, 98765 OOOOO  jest zbiorem 



wszystkich operacji, to zadanie ],,[= 3211 OOOJ , ],,[= 6542 OOOJ  i ],,[= 9873 OOOJ . 
Ponieważ 1=)(=)(=)( 741 OOO µµµ  (operacje te należy wykonać na jednej z maszyn 1-

szego gniazda ),1M  więc zbiór }.,,{= 741
1 OOOO  Dalej, 2=)(=)(=)( 852 OOO µµµ  

(gniazdo ,2M },,{= 852
2 OOOO ) oraz 3=)(=)(=)( 963 OOO µµµ  (gniazdo ,3M  

},,{= 963
3 OOOO ). Czasy wykonywania operacji na poszczególnych maszynach są 

zamieszczone w tabeli 1. Przyjmujemy, że wszystkie czasy przezbrojeń maszyn są równe 1.  
 
Tab. 1. Czasy wykonywania operacji na maszynach. 

  Gniazdo 1M   Gniazdo 2M   Gniazdo 3M  
 1M  2M  3M  4M  5M  6M  

zadanie 1J   1  2 2  3  3  2 

zadanie 2J   1  3 3  1  5 2 
zadanie 3J   2  3 3  3  4  2 

 
Rozpatrujemy pewien przydział operacji do maszyn (w poszczególnych gniazdach) 

],,,,,,[= 654321 QQQQQQQ  gdzie:   
    1. },,{= 741

1 OOOQ  i ∅=2Q  jest przydziałem operacji w gnieździe 1M  (wszystkie 
operacje będą wykonywane na maszynie 1M ),  
    2. }{= 2

3 OQ  i },{= 85
4 OOQ  jest przydziałem operacji w gnieździe 2M  ( 2O  będzie 

wykonywana na maszynie 3M , a 85 ,OO  na maszynie ),4M  
    3. }{= 6

5 OQ  i },{= 93
6 OOQ  jest przydziałem operacji w gnieździe 3M  ( }{ 6O  będzie 

wykonywana na maszynie ,5M  a },{ 93 OO  na 6M ).  
Załóżmy, że w każdym gnieździe zadania są wykonywane w tej samej kolejności 
(1,2,3)=π . Łatwo sprawdzić, że para ),( πQ  jest rozwiązaniem rozpatrywanego przykładu 

problemu NFS .  
 

3. Cykliczny gniazdowy problem przepływowy 
 

Zasadniczym tematem pracy jest cykliczna wersja (w skrócie oznaczana przez CNFS ), 
opisanego w poprzednim rozdziale gniazdowego problemu przepływowego 
z przezbrojeniami maszyn. W rozpatrywanym systemie produkcyjnym, ustalony zbiór 
zadań (MPS) wykonywany jest wielokrotnie. Zakładamy, że w każdym z MPS-ów, 
przydziały zadań do maszyn oraz kolejności ich wykonywania są takie same. Wobec tego, 
każdy cykliczny harmonogram może być reprezentowany przez harmonogram 
wykonywania operacji w pierwszym MPS-ie, tj. parę AP∈π),(Q  - rozwiązanie 
gniazdowego problemu przepływowego (rozdz. 2). Należy jedynie przesunąć terminy 
rozpoczęcia zadań w kolejnych MPS-ach o odpowiednią wielkość (czas cyklu), aby 
spełnione było ograniczenie (7) dotyczące cykliczności procesu. 

Niech APQ ∈π),(  będzie rozwiązaniem gniazdowego problemu przepływowego, tj. 
problemu NFS . Rozpatrujemy cykliczną wersję tego problemu. W każdym z MPS-ów 



operacje będą wykonywane zgodnie z rozwiązaniem ).,( πQ  Przez [ lS ] qn×  oznaczamy 
macierz terminów rozpoczęcia wykonywania zadań l - tego MPS-a dla tego rozwiązania 
( l

jiS ,  jest terminem rozpoczęcia wykonywania zadania i  na maszynie j ). Z założenia 
cykliczności systemu wynika, że istnieje stała ),( πQT  taka, że  

1,2,...,=,1,...,=,1,...,=),,(= ),(
1
),( lqjniTSS l

ji
l

ji πππ Q++     (1) 

gdzie wartości 1
),( jiSπ  wyznaczamy na podstawie rozwiązania ),( πQ  problemu NFS  

Wielkość ),( πQT  będziemy nazywali czasem cyklu dla rozwiązania ),( πQ . 
Dla ustalonego rozwiązania APQ ∈π),(  czas wykonywania zadań w k-tym gnieździe 

( mk ,1,2,=  ) w ramach pierwszego MPS-a (wraz z przezbrojeniem każdej maszyny po 
wykonaniu przez nią ostatniego zadania)  

,=),( (1)),(

2

=1
1)(),(

=1

2

=1
),(

=1

2

=1

k
iimii

k
jiji

n

ji
iji

n

ji
k sspT ππ+πππ ∑∑∑∑∑ ++πQ

 

   (2) 

gdzie ),,,(= 21 qππππ  , a iπ  jest kolejnością wykonywania zadań na i -tej maszynie. 
Pierwszy składnik wyrażenia (2) jest sumą czasów wykonywania wszystkich zadań przez 
maszyny tego gniazda, drugi - sumą przezbrojeń poszczególnych maszyn pomiędzy kolejno 
wykonywanymi zadaniami. Z kolei ostatni składnik jest sumą przezbrojeń maszyn 
pomiędzy ostatninm zadaniem wykonywanym przez maszynę (w pewnym MPS-ie), 
a pierwszym zadaniem w następnym MPS-ie.  
      Wielkość ),( πQkT  nazywamy k -tym pikiem, a  

     },,1,2,=:),({max=),(max miTT i ππ QQ        (3) 
pikiem dominującym rozwiązania ).,( πQ  

Własność 1.  Dla rozwiązania APQ ∈π),(  minimalną wartością czasu cyklu jest 
równa wartości pika dominującego ).,(max πQT  

 
Dowód. Należy udowodnić, że:   
1. ),(max πQT  jest czasem cyklu, tj. przyjmując w (1), ),(=),( max ππ QTQT  czasy 

rozpoczęcia zadań spełniają ograniczenia (1)-(7),  
2. nie istnieje liczba ),(< max π′ QTT  spełniająca ograniczenia dotyczące czasu cyklu.  

Dowody obu punktów są proste, więc je pomijamy.  
 
Rozpatrywany w tym rozdziale cykliczny problem gniazdowy sprowadza się więc 

do wyznaczenia przydziału operacji do maszyn i ustaleniu kolejności ich wykonywania, 
aby zminimalizować wartość pika dominującego, tj. wyznaczenia rozwiązania optymalnego 

APQ ∈π ),( **  takiego, że  

}.),(:),({min=),( max
** APQQQ ∈πππ TT       (4) 

Własność ta będzie podstawą algorytmu rozwiązania problemu CNFS  
Przykład 2. 

Dla danych oraz rozwiązania z Przykładu 1, czasy pracy poszczególnych gniazd (2) 
wynoszą odpowiednio:  

11,=),(8,=),(7,=),( 321 πππ QQQ TTT  



a wartość pika dominującego (3)  
11.=)},(),,(),,({=),( 321max ππππ QQQQ TTTmaxT  

Minimalna wartość czasu cyklu, dla tego rozwiązania, jest więc równa 11. 
Dla ustalonego przydziału operacji do maszyn w gniazdach A∈Q , niech  

         }.:),({min=)(min P∈ππQTQT        (5) 
 będzie minimalnym czasem cyklu dla Q  tzn., że żadna zmiana kolejności wykonywania 
zadań na dowolnej maszynie nie zmniejszy wartości )(min QT . Wyznaczenie minimalnego 
czasu cyklu )(min QT  sprowadza się do rozwiązania NP-trudnego cyklicznego problemu 
przepływowego z przezbrojeniami maszyn (zobacz np. [3]). 

Jeżeli P∈π  jest permutacją dla której w (5) osiągnięto minimum, to istnieje gniazdo 
k  którego czas pracy jest pikiem dominującym (dla rozwiązania ),( πQ ), tj. 

).,(=)(min
πQTQT k  Z kolei, gdy )(πkT  jest pikiem dominującym rozwiązania 

APQ ∈π),( , to warunkiem koniecznym zmniejszenia bieżącej wartości czasu cyklu jest 
taka zmiana rozwiązania (przydziału lub kolejności wykonywania zadań), która spowoduje 
zmniejszenie czasu pracy k -tego gniazda, tj. sumy (2). Należy jednak pamiętać, że zmiana 
ta może spowodować powstanie większego pika dominującego (tj. może się zwiększyć czas 
pracy innego gniazda, a więc i wartość czasu cyklu). 
 
4. Algorytm wyznaczania czasu cyklu 
 

Rozpatrujemy przykład cyklicznego problemu gniazdowego z przezbrojeniami maszyn. 
Niech Q AQ∈( ) będzie pewnym ustalonym przydziałem operacji do maszyn. W tym 
przypadku (dla ustalonego Q ) wyznaczenie minimalnego czsu cyklu )(min QT  sprowadza 
się do rozwiązania cyklicznego problemu przepływowego, opisanego w pracy [3]. 
Generując przydziały i wyznaczając minimalne czasy cyklu można rozwiązać problem 
CNFS . Bazując na powyższej idei, schemat algorytmu przedstawia się następująco: 

 
ALGORYTM (ACC) 

;:=* ∞T  
repeat 

 Krok 1: Wyznaczyć przydział operacji do maszyn; 
 Krok 2: Wyznaczyć (zgodnie z (5)) minimalny czas cyklu )(min QT  

if *
min <)( TT Q then );(:= min

* ΘTT  
until ._koncaWarunek  

Wyznaczenie optymalnej wartości czasu cyklu, dla ustalonego przydziału operacji do 
maszyn, (Krok 2 algorytmu) jest problemem NP-trudnym. Sprowadza się bowiem do 
rozwiązania cyklicznego problemu przepływowego z przezbrojeniami maszyn. Dokładny 
opis tego problemu oraz metody przybliżone jego rozwiazywania przedstawiono, między 
innymi, w pracach [3] i [4]. Zamieszczone tam algorytmy metaheurystyczne 
(przeszukiwania z tabu oraz simulowanego wyżarzania) będziemy stosowali w Kroku 2 
algorytmu ACC. W dalszej części pracy skupiamy się na problemie wyznaczania 
przydziału operacji (Krok 1). 



5. Wyznaczanie przydziału zadań do maszyn   
 

Do wyznaczania przydziałów zadań do maszyn został zastosowany algorytm 
poszukiwania zstępującego DS (ang. descending search). Elementarny krok tego algorytmu 
polega na przeszukaniu otoczenia rozwiązania bazowego w celu znalezienia elementu 
o najmniejszej wartości funkcji celu, który to element przyjmujemy za rozwiązanie bazowe 
w następnej iteracji algorytmu. Proces poszukiwań jest kontynuowany dopóki wartość 
funkcji celu maleje. Generowanie otoczenia przydziałów operacji do maszyn polega na 
zmianie maszyny, na której ma być wykonana operacja. Jeśli zmiana przydziału poprawia 
wartość funkcji celu to jest ona zapamiętywana. 

Niech APQ ∈),( p ]),,,[=( 21 qQQQQ   będzie tzw. rozwiązaniem bazowym 
(startowym) algorytmu (ustalona permutacja zadań P∈p  nie zmienia się w czasie 
działania algorytmu). Przez )(1 QN k oznaczamy zbiór przydziałow, które w k-tym 
gnieździe różnią się od Q  przydziałem dokładnie jednej operacją na jednej maszynie, tj.  

itl k
k MAQN ∈∃∈Θ ,:{=)(1  

}.,1,2,=,,,=},{=},{\=, qitlivvv iittllk ≠Θ∪ΘΘ∈∃ QQQO    (6) 

Przypominamy, że kM  jest zbiorem maszyn k-tego gniazda, a kO  zbiorem operacji 
wykonywanych w tym gnieździe. Poniżej przedstawiamy algorytm wyznaczania 
suboptymalnego przydziału zadań do maszyn w k-tym gnieździe, w którym zastosowano 
otoczenie (6). 
 
 Algorytm PZM );,( kpQ  

);,(* pTTT Q←← ;∞←T ;* QQ ←  

while TT < do 
begin 

;TT ←  
wygenerować otoczenie )(1 QN k ; 
wyznaczyć przydział )(1 QNQ k∈  taki, że 

)};(:),({min=),(= 1 QNQ kpTpTT ∈ΘΘ  

if *< TT  then TT ←* and ;* QQ ←  
QQ ←  

  end{while} 
Jeżeli *Q  jest przydziałem zadań do maszyn wyznaczonym przez algorytm 

PZM ),;,( kpQ  to przestawienie w k -tym gnieździe pojedynczej operacji na inną maszynę 
(tego samego gniazda) nie generuje przydziału o mniejszej wartości czasu cyklu 
 
6. Gniazdo dwumaszynowe 
 

W tym rozdziale rozpatrywać będziemy gniazdo zawierające tylko dwie maszyny. 
Przedstawimy algorytm suboptymalny (ze względu na czas pracy (2)) wyznaczania 
przydziału operacji do maszyn. Główne idee można uogólnić na większą liczbę maszyn. 



Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy następujące oznaczenia. 
Dany jest zbiór zadań },,{1,2,= nJ  kolejność ich wykonywania P∈π  oraz gniazdo 

składające się z dwóch maszyn {1,2}.=M  Każde zadanie należy wykonać na dokładnie 
jednej maszynie z M.  Dane są także czasy MJ ∈∈ jipij ,,  wykonywania zadań na 

maszynach oraz czasy przezbrojeń maszyn ,,,,,, JM ∈≠∈ jijiksk
ji  tj. jeżeli zadania ji,  są 

wykonywane na tej samej k -tej maszynie oraz zadanie j  jest wykonywane bezpośrednio 
po i , to przed rozpoczęciem wykonywania j  należy przezbroić maszynę. Problem 
minimalizacji czasu pracy takiego gniazda (kryterium (2)) będziemy w skrócie oznaczali 
przez GCmax. Należy on do klasy problemów NP-trudnych. Dlatego, w  Kroku 1 algorytmu 
ACN do wyznaczania przydziału operacji do maszyn będziemy stosowali algorytm 
przybliżony PZM );,( kpQ . Poniżej przedstawiamy dokładny jego opis dla przypadku 
pojedynczego gniazda z dwoma maszynami. 

Para zbiorów zadań ),(= 21 ZZQ  jest przydziałem zadań do maszyn, jeżeli  
.=,= 2121 ∅∩∪ ZZJZZ  

Przyjmujemy, że zadania ze zbioru 1Z  będą wykonywane na maszynie 1-szej, a z 2Z  na 
maszynie 2-giej. 

Rozwiązaniu APQ ∈π),(  (zobacz rozdział 2) przypisujemy graf rozwiązania 
),(=),( TSQ πH  z obciążonymi wierzchołkami oraz łukami. Zbiór wierzchołków 

},,21,1,,,{1,2,= nnnn  ++S  gdzie n  jest liczbą zadań. Waga wierzchołka 
i ),1,2,=( ni   jest równa ,,1ip  a wierzchołka j ),22,1,=( nnnj ++  wynosi

 
.,2njp −  

Zbiór łuków .= YXT ∪  Łuki ze zbioru X  reprezentują przezbrojenia maszyny, a ze 
zbioru Y  - kolejność wykonywania zadań (permutację ).π  Jeżeli zadanie j  jest 
wykonywane bezpośrednio po i  oraz są one wykonywane:   

• na tej samej maszynie, to łuk ,),( X∈ji  a jego waga jest równa czasowi 
przezbrojenia maszyny pomiędzy i  oraz ,j  

• na różnych maszynach, to ,),( Y∈ji  a waga tego łuku wynosi 0.  
 

6.1. Zmiana przydziału operacji do maszyn 
 

Niech ),(= 21 ZZQ  będzie przydziałem zadań do maszyn, a π  kolejnością ich 
wykonywania w dwumaszynowym gnieździe. Przydział ten może być jednoznacznie 
reprezentowany przez ciąg binarny ),,,,(= 21 nqqqq   gdzie  





∈
∈

.0,
,1,

=
2

1

Z
Z

iif
iif

qi  

Obecnie zbadamy, jak zmieni się czas pracy gniazda ),,( πQT  jeżeli zmienimy 
przydział pewnego zadania, tj. zmienimy maszynę, na której ma być ono wykonywane. 
Niech J∈l  będzie pewnym zadaniem. Osobno rozpatrujemy dwa przypadki (w zależności 
od maszyny na której zadanie jest wykonywane). 

 
 
 



Przypadek 1. 
Zakładamy, że zadanie l  jest wykonywane na pierwszej maszynie, tj. 1.=lq  Niech 

−α  będzie zadaniem bezpośrednio poprzedzającym zadanie l -te na pierwszej maszynie. 
Jeżeli l  jest pierwszym wykonywanym zadaniem, to przyjmujemy 0=−α  (w tym 
przypadku czas przezbrojenia maszyny 0)=1

0,ls . Podobnie, definiujemy zadanie +α , które 
jest wykonywane bezpośrednio za l -tym na pierwszej maszynie (w szczególności może to 
być zadanie z drugiego MPS-a). Dalej, przez −β  i +β  oznaczamy zadania wykonywane 
bezpośrednio przed i za l -tym zadaniem, gdyby było one wykonywane na drugiej 
maszynie. 

Zmieniamy przydział l -tego zadania z pierwszej na drugą maszynę. W tym przypadku 
nowy przydział ),,(=' 21 ′′ ZZQ  gdzie }{\= 11 lZZ ′  oraz }.{= 22 l∪′ ZZ  Ciąg binarny dla 
tego rozwiązania ),,,,(= 21 nqqqq ′′′′   gdzie ,= ii qq′  nlli ,1,1,,1,2,=  +−  oraz 

0.=lq′  
Jeżeli zmieniamy przydział zadania l  z pierwszej na druga maszynę (tj. zmieniamy 

wartość zmiennej iq  z 1 na 0), to graf nowego rozwiązania ),( π′QH  otrzymujemy z grafu 
),( πQH  usuwając łuki:  

(a) ),( l−α  oraz ),,( +αl  na pierwszej maszynie,  

(b) ),,( +− ββ  na maszynie drugiej,  
a następnie wstawiając nowe łuki:   

(a’) ),,( +− αα  na pierwszej maszynie,  

(a’) ),( l−β  oraz ),,( +βl  na maszynie drugiej.  
Wyrażenie  

   ,2,1
2

,
1
,

1
,

2
,

2
,

1
,

1 = llllllk ppssssss +−−−−++∆ +β−β+α−α+β−β+α−α    
 (7) 

jest sumą czasów przezbrojeń maszyn reprezentowanych przez łuki dodane do grafu 
rozwiązania ),( πQH , od której jest odjęta suma łuków usuniętych. Dwa ostatnie składniki 
są czasmi wykonywania zadania l  odpowiednio na pierwszej i drugiej maszynie. Niech Q  
będzie pewnym przydziałem zadań do maszyn w dwumaszynowym gnieździe, w którym 
zadanie J∈l  jest wykonywane na pierwszej maszynie. Jeżeli zmienimy przydział z Q  na 

'Q  przydzielając zadaniu l  drugą maszynę, wówczas czas pracy gniazda (wartość 
wyrażenia (2))  

       .),(=),'( 1
lTT ∆+ππ QQ           (8) 

Dla dowodu wystarczy, korzystając z wyrażenia (7) oraz z definicji (2), obliczyć czas pracy 
gniazda dla rozwiązania ),,'( πQ  tj. wartość ).,'( πQT  

 
Przypadek 2. 

Rozpatrujemy przypadek przydziału ),(= 21 ZZQ , w którym zadanie J∈l  jest 
wykonywane na drugiej maszynie, tj. ,2Z∈l  a więc 0.=lq  Podobnie, jak w Przypadku 1, 

definiujemy zadania −γ  oraz +γ  wykonywane bezpośrednio przed i za l - tym zadaniem na 



drugiej maszynie. Podobnie, −δ  i +δ  odpowiednio zadanie występujące bezpośrednio 
przed i za l -tym zadaniem, gdyby było one wykonywane na pierwszej maszynie. Tak jak 
w przypadku (7) wprowadzamy oznaczenie  

   .= ,1,2
2

,
2
,

2
,

2
,

2
,

2
,

2
llkllll ppssssss +−−−−++∆ +δ−δ+γ−γ+δ−δ+γ−γ

    (9) 

Niech Q  będzie pewnym przydziałem zadań do maszyn w dwumaszynowym gnieździe, 
w którym zadanie J∈l  jest wykonywane na drugiej maszynie. Jeżeli zmienimy przydział 
z Q  na 'Q  przydzielając zadaniu l  pierwszą maszynę, wówczas czas pracy gniazda 
(wartość wyrażenia (2))  

        .),(=),'( 2
lTT ∆+ππ QQ         (10) 

Dowód jest podobny, jak w Przypadku 1.  
Wartość wyrażenia (7) lub (9) może być policzona w czasie ).(nO  
Jeżeli w algorytmie wynosi PZM otoczenie jest generowane przez zmianę przydziału 

polegającą na przeniesieniu pojedynczego zadania na inną maszynę (w dwumaszynowym 
gnieździe), wówczas wartość wyrażenia (7) lub (9) odpowiada zmianie wartości czasu 
pracy gniazda (wartości pika). Wobec tego z otoczenia wybieramy przydział, który 
minimalizuje wartość pika, tj. wartość wyrażenia (8) lub (10). 
 
7. Eksperymenty obliczeniowe 
 

Eksperymenty obliczeniowe wykonano na dwóch wersjach algorytmu ACC 
rozwiązywania cyklicznego gniazdowego problemu przepływowego z przezbrojeniami 
maszyn. W pierwszej (A TS ), w  kroku 2 zastosowano algorytm przeszukiwania z tabu, 
a w drugiej (A SW ) - symulowanego wyżarzania. W kroku 1 algorytmu  ACC, przydział 
operacji do maszyn jest wyznaczany przez algorytm PZM );,( kpQ  (dla k=1). Algorytmy 
zaimplementowano w języku C++. 

Dane testowe generowano na bazie przykładów z pracy Ruiza i Stutzle [17], gdzie jest 
rozpatrywany problemu przepływowy z przezbrojeniami maszyn. Przedstawiono tam 60 
przykładów podzielonych na sześć grup (po dziesięć w każdej grupie) o liczbie zadań 

20=n  i 50 oraz maszyn 5,10=m  i 20.  Eksperymenty obliczeniowe zostały 
przeprowadzone na klastrze Bem we Wrocławskim Centrum Sieciowo–
Superkomputerowym (grant nr 96) pracującym pod kontrolą 64–bitowego systemu 
operacyjnego Scientific Linux 6.7 (Carbon) wyposażonym w procesory Intel Xeon E5-
2670 (2.30GHz). Oba algorytmy A TS  i A SW  zostały uruchomione dla liczby iteracji 

=it 200. Otrzymane wyniki porównano z wynikami algorytmu konstrukcyjnego NEH [15]. 
Dla każdego przykładu wyznaczono procentowy błąd względny (poprawę rozwiązania) 

       100%= ⋅
−

NEH

algNEH

F
FF

PRD         (11) 

gdzie, NEHF  jest wartością funkcji celu dla rozwiązania referencyjnego wyznaczonego 
przez NEH, a algF  jest wartością rozwiązania uzyskanego przez badany algorytm. Średnie 
tych błędów przedstawiono w Tabeli 2. Na podstawie zamieszczonych tam wyników 
możemy stwierdzić, że zastosowanie w Kroku 2 algorytmu ACC metody TS daje 
rozwiązania o lepszej jakości (w sensie wartości funkcji celu) niż w przypadku użycia 
symulowanego wyżarzania. Chociaż, średnie poprawy (rozwiazania algortytmu, w którym 



stosowano NEH) są podobne i wynosza odpowiednio -21.7% i 19.0%. Podobnie, czasy 
obliczeń (w milisekundach) obu wersji algorytmu algorytmu ACC różnią się niewiele.Dla 
najwiekszych przykładów czas obliczeń nie przekracza 2 sek.  
 
Tab. 2. Średni błąd względny PRD  oraz czas obliczeń (LS) algorytmów A TS  oraz  A SA . 

mn×  A TS  TSLS  A SA  SALS  
520×  -27.5 12.124 -25.6 11.82 

1020×  -22.8 18.219 -20.6 22.46 
2020×  -20.3 31.964 -19.3 42.51 
550×  -23.3 620.39 -18.9 403.42 
1050×  -19.7 1029.08 -16.1 811.72 
2050×  -16.4 1841.19 -13.5 1771.86 

średnia -21.7  -19.0  
 
8. Podsumowanie 
 

W pracy rozpatrujemy cykliczny problem gniazdowy z przezbrojeniami maszyn. 
Przedstawiamy dwu etapową metodę jego rozwiązania. W etapie pierwszym przydzielamy 
operacje do maszyn a w drugim, wyznaczamy kolejności wykonywania operacji na 
maszynach. Przedstawiamy algorytmy przybliżone rozwiązywania rozpatrywanego 
zagadnienia. Do wyznaczania przydziału operacji stosujemy algorytm typu popraw. 
Natomiast, do ustalanie kolejności wykonywania operacji korzystamy z przeszukiwania 
z tabu lub symulowanego wyżarzania. Porównujemy także czasy wykonywania oraz 
wartości wyznaczonych rozwiązań. 
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